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Opevahend on vormindatud tekstito6tlusprogrammiga INTEX  (loe: lateh). Tekstitootlus-
programm ITEX on programmi TEX (loe: teh) makropakett. TEX erineb kirjastuste sstee-
midest VENTURA ja PageMaker selle poolest, et ta on public domain’t produkt. IATEX-is
kirjutatud teksti on voimalik toddelda msdos, UNIX (Linux) ja teistel arvutitel.

KTEX disainib aruandeid, artikleid, raamatuid. Vastavad stiilifailid (*.sty failid) valivad peal-
kirjade suuruse, numeratsiooni, jooniste ja valemite paigutuse, aitavad koostada sisukorda,
panevad indekseid, kirjandusviiteid jne.
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Peatiikk 1

Sissejuhatus

1.1 Loplike elementide meetodi koht

Loplike elementide meetod on iiks arvutusmehaanika (joonis 1.1) meetod. Arvutusme-
haanika tegeleb mehaanika rakendusiilesannete numbrilise lahendamisega arvuti abil.
Ta holmab probleemikompleksi, mis on seotud arvutusmatemaatikaga ja arvuti kasuta-

Objekt Arvutusmehaanika Arvutusmatemaatika
(meetodite jargi) Informaatika
|Omadus | | Meetod|
MEHAANIKA
Geomeetriline | | Fiiiisikaline|
Hiidromehaanika Tahke deformeeruva Aero- ja gaasimehaanika
keha mehaanika

|Ge0meetriliste omaduste jargi Fiiiisikaliste omaduste jirgi
Vardamehaanika Elastsusteooria
Varrassiisteemi mehaanika Viskoelastsusteooria
Plaadi- ja koorikumehaanika Termoelastsusteooria
Massiivimehaanika Plastsusteooria
Masspunkti mehaanika Jiiga keha
Masspunktide siisteemi mehaanika mehaanika

Joonis 1.1. Arvutusmehaanika koht

misega (programmvarustuse ja programmipakettide koostamisega tiilipiilesannete jaoks
jms). Arvutustehnika ja informaatika kiire areng kiirendas ka arvutusmeetodite loomist.
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12 PEATUKK 1. SISSEJUHATUS

Meetodite iildistamine ja areng avardab tahkete kehade liikumise uurimise
voimalusi. Suuri iildistusi on tehtud loplike elementide meetodis (LEM) ja rajaelemen-
tide meetodis (REM). Meetodid kasutavad t66 ja energia moisteid (J. Argyris'. Ener-
giateoreemid [3]). Neid voib nimetada energeetilisteks meetoditeks. Energia moiste
iildsusest tuleneb ka nende meetodite iildsus. Neid on iildistatud arvutusmatemaatikas,
kus t66 (jou ja teepikkuse korrutis) moiste asemel esineb kahe funktsiooni korrutis ja
radgitakse kaalutud hélvetest voi projektsioonidest.

Fiitisikas vaadeldakse t66d W kui jou F ja teepikkuse u skalaarset korrutist

W =F=xu (1.1)

Vardamehaanikas vaadeldakse sisejoudude t66d Wy kui integraali pikijou N (x) ja prin-
kuse A (z) korrutist

!
W, = —/ N () X\ (z) dx (1.2)
0
Avaldise (1.2) puhul réidgivad matemaatikud funktsioonide skalaarkorrutisest Hilberti?

ruumis.
Funktsioonide ¢ (z), v (x) skalaarkorrutist téhistatakse jargmiselt:

< q(2) %o (x) >= /Olq(m)v(:z:) dz (1.3)

Avaldist (1.3) voib vaadelda kui vélisjoudude g, (z) tood W,. Kogu vilisjoudude t66
W, varda pikkel

!
W, = / Gz (z) dx + Fyivg (1.4)
0

Toeraktsioonide ja kontaktjoudude ]Tf » t00d nimetatakse ka rajajoudude tocks W,
W, =N, vl (1.5)
kus v |6 on rajasiireded. Kogu t66 W on toéode W, W,., W, summa
W=W,+W,+W,;=0 (1.6)

mis vordub nulliga. Avaldis (1.6) viljendab energiateoreemi

! - !
W = F,v; +/ ¢z (v)vdx + Ny v | —/ N dx =0 (1.7)
0 0

pikkel.

Joonisel 1.2 on varda fenomenoloogilise® mudeli* struktuuriskeem, mis néitab toode
seoseid.

Analoogilisi struktuuriskeeme on véimalik koostada tabeli 1.1 pohjal. Mitmesuguste
teooriate olekuvorrandid on tabelis 1.1 [22], [20], [21], [16].



1.1. LOPLIKE ELEMENTIDE MEETODI KOHT

Tabel 1.1. Fenomenoloogilised mudelid

Teooria | Liikumisvorrandid | Olekuvorrandid Kinemaatika
Elastse dN, du,
varda = 4z Na: = EA)\I /\x =
pike dx dx
Bernoulli
d’>M, d*w,
tala ¥ 2y = —q. M, = EIy, , = — dU;
teooria x x
dp
- 0p = Gus Yzz = _a (3/ - yO) +
alnt- ou
Venant’i 1 0y: = Gy + 5 z
clastse div <GV<I>> +260 =0 P 87@ Dy t
varda dy Yy 5 (z — x0) +
vaane 0P P
Oyz = % + Uy
dy
Anah’iﬁti— n 7 3n n 1 k
0X'dP; - e 0X7d
line DG g = k| Bo= D mgV |V D> B %
mehaanikal =1 q j=1 k=1 Y94k
Elastsus- dojj _ X B ¥ Kl def 1 (0w  Ouy
teooria 0z; ' Tij = “jik€ 2\0z; O
Darcy
vedeliku- divg = —Q q = DvY W oo
vool
Fourier’
sooja- divg = —Q q = Dps Ps T
vool
Ohmi
elektri- divg = —Q q = Di. i, € vy
vool
Ficki
difu- d@vq = —Q q = Dpd P4 déf Ve
sioon

1John Argyris, TTU audoktor, 1914.

2David Hilbert, saksa matemaatik, 1862-1943.

3Fenomen (< kr phainomenon ’nihtavale ilmuv’) — meeltega tajutav juhtum, olukord véi fakt.

4Mudel - siisteemi, teooria v6i fenomeni kirjeldus, mis arvestab selle tuntuid omadusi ja mida voib
kasutada tema omaduste uurimiseks.
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14 PEATUKK 1. SISSEJUHATUS

Vilisjoud Vilisjoudude t66 Vilissiirded
S=|:F7 Qz1Qmamy] Wy = SxV 1] V:I:uy w, ‘PQ}
Tasakaaluvorrandid Rajajoud ja rajasiirded Siirete pidevusvérrandid
| an dQ dM,, ?7 Sisejdud ja rajajoud L] du dw dey [
— = —qz, — = —qz, —— = Q2 ??7 Sise- ja rajasiirded A= —, 8= —, ¢y = —
dx dx dx dx dx dx
?7 Sise- ja rajajoudude t66
Rajajoud Rajajoudude t66 Rajasiirded
e hng e I — > Ed 1 —
|:N’ Qz My:| Wy = N*u + Qz*xw + My *py [“’ w pr]
Sisejoudude t66
Sisejoud Sisesiirded [?] A, B, ¥, [MR95]
= _ dA dB dv
H o e R N P B A A A
dx dx dx
Seosed sisejdudude
ja siirete vahel

Joonis 1.2. Varda fenomenoloogilise mudeli strukruuriskeem

Deformatsiooni potentsiaalne energia pikkel 11, ehk deformatsioonienergia U on
!
M,=U=-W,= / N, Az (1.8)
0

Deformatsioonienergia U on positiivne ja sisejoudude t66 Wy negatiivne. Koik konst-
ruktsioonid (ehitised, masinad, aparaadid, sdidukid jne) koosnevad elementidest, mida
on voimalik liigitada jargmiselt: vardad, plaadid, koorikud. Nende tiiiipiliste konstrukt-
sioonielementide piisava tugevuse, jaikuse, stabiilsuse ja 6konoomsuse tagamiseks tuleb
teha arvutused. Ka arvutused peavad olema 6konoomsed. Selleks tehakse iildteooriates
lihtsustusi.

Loplike elementide meetodi opikutest soovitame Zienkiewiczi [26], [25], Gallaghe-
ri [10], Ottoseni [16], Hugesi [11], Bathe’i [4], Beckeri [5] &pikut.

1.2 Rajatingimused

Rajatingimuste selgitamiseks vaatleme tala elastse joone diferentsiaalvorrandit piirkon-
nas 0 < x </

d? d*w
B 5] e L.
dx? Y dxy ) (1.9)



1.2. RAJATINGIMUSED 15

Edespidi votame lihtsuse mottes EI = const. Stimboolselt voime vorrandi (1.9) kirju-
tada jargmisel kujul:
L(w)=0b  piirkonnas € (1.10)
siin
d4
Korrutame vorrandit (1.9) siirdega w ja integreerime iile varda [
2

_/) ( y¢g>mmz—éhxwwm (1.12)

Vorrandi (1.12) parempoolne liige viljendab viliskoormuse t66d W, siirdel w. Koond-
koormuse F; t60 varda telje punkti ¢ siirdel w; on F,;w;. Seega

!
Im:/%@mm+@m (1.13)
0
Vorrandi (1.12) vasakpoolset avaldist integreerime ositi valemi (1.14)
1 1
/ udv = uv |}, —/ vdu (1.14)
0 0
jargi.
Lod (d dw\ .
Q=
d*w\ dw
— d 1.1
+/ ( yd:zc2> dx * (1.15)
—M, *hatﬁﬁy

Avaldise (1.15) viimast liiget integreerime veel iiks kord

l A 2 2 A
md(ﬁ;_]m)dx:(E]dw) dﬂ |6_

o dx dx Y das Y dax? dm
~—
U dv 7hatgay
d2
My _1Ly

Arvestades avaldisi (1.15) ja (1.12), saab vottandi (1.16) esitada voimalike toode
(passiivtoode) summana

l R
[Q10 + Myp,] ‘é _/0 Mypyde =
—_—

W?Sp) W S(p)

— | ¢ (v) wdz — Fob; (1.17)
0




16 PEATUKK 1. SISSEJUHATUS
kus 1 = dw vaatleme kui virtuaalsiiret. Sisejoudude voimalik t66 paindel SW ) on
5LL§P>=:-—1€ZA4¢5¢@dx (1.18)
vilisjoudude voimalik t66 paindel 61V(P)
5%@2%%@NWM+QM% (1.19)

rajajoudude voimalik t66 paindel SW,®)
5Wr(p) = [Q.0w + Mydp,] |6 (1.20)

Paindel to6de vastastikkuse teoreemi toestamiseks jatkame avaldise (1.16) teise liik-
me ositi integreerimist

_/ d*w de dw dQA | +/ dwd
ydx2 d$2 d yd 2 )10 ydx3 dz,
—,_/
My d@yy —Sﬂy —My —Qz dw
P\ |, Lo\ i, ! A
\—,_/ N——— Y] N——
~0. —M, Yy Pz

Saadud seosed (1.21) asetame avaldisse (1.17), kust saame to6de vastastikkuse teoreemi
paindel

l
K%w+Mmﬂ%+AqA@wm+ﬁmm:

Wi e
[sz + Mytpy} b+ /Ol g. (z) wdz + Fw; (1.22)
Wi e
Avaldise (1.22) liikmed
Qa1 + Myy] [y — [Quw + My, ] [ (1.23)

on rajatingimused, kus w ja ¢ on olulised ehk kinemaatilised rajatingimused, @), ja M,
loomulikud ehk staatilised rajatingimused.

Saadud seos (1.22) viljendab t66de vastastikkuse teoreemi (E. Betti®):esimese koor-
musolukorra (I) wvilisjoudude (sisejoudude) tio teise koormusolukorra (1) joudude

SEnrico Betti, itaalia ehitusinsener, 1823-1892.
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poolt pohjuststud siiretel on vordne teise koormusolukorra vilisjoudude (sisejoudude)
voimaliku todga esimese koormusolukorra joudude poolt pohjustatud siiretel.
Avaldise (1.22) voib kirjutada siitmboolsel kujul

/Qﬁ (w) wdQ = /sz* () d2 +
+ /F 0 (@) S (w) — S* () O (w)]dT (1.24)
kus
[' — piirkonna €2 viline rada,
L* — operaatori £ kaasoperaator L* = L,

O — oluliste ehk kinemaatiliste rajatingimuste operaator,
S — loomulike ehk staatiliste rajatingimuste operaator.

1.3 Ligikaudsed lahendid
Vaatleme diferentsiaalvorrandit
L(up) =b  piirkonnas §2 (1.25)

kus uy on diferentsiaalvorrandi tdpne lahend.
Selle vorrandi rajatingimused on

O (ug) = Oq rajal Ty (1.26)
S (ug) =S rajal Ty (1.27)

Olgu
u(x) lahedane  funktsiooniga g (z) (1.28)

Funktsioonide lihendamise (aproksimeerimise®) {ilesanded:
e lihendfunktsiooni valik
e moodu valik, millega hinnatakse funktsiooni lahedust
e lihendamismeetodi valik

e lihendamisvea hindamine

6 Aproksimeerimine — objekti asendamine mingi teise temast vihe erineva objektiga.
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1.3.1 Lahendfunktsioonid

Lahendfunktsiooniks voib valida
e algebralise voi trigonomeetrilise funktsiooni
e iildiststud poliinoomi
u(x) = appr () + ap. (k=1,2,...,n) (1.29)

kus
oy — soltumatud parameetrid,
¢k (z) — lineaarselt soltumatus funktsioonid, s.t tingimus

a1 (2) + agps () + ... + appn () =0 (1.30)
on taidetus siis, kui koéik parameetrid a; = 0

e ratsionaalse murru

e splaini S (z)

1.3.2 Lahendi vea moodu valik

Téahistame ldhendi vea moodu jargmiselt:
2 (u(]a u)
Vaatleme jargmiste lahendite vea moote:

e iihtlane ldhendamine,
ithtlase ldhendamise puhul on vea modduks tdapse lahendi ug ja ldhedase funkt-

u

Joonis 1.3. Uhtlane lihendamine

siooni u suurim erinevus (joonis 1.3)

e (uo, u) = supq | po (x) — p () | (1.31)
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e astmekeskmisel lihendamisel on vea moo6t jargmine:

o) = [ [ po(@) =) [P e, p>0 (1.32)

kus
p = 1 — keskmine ldhendamine,
p = 2 — ruutkeskmine ldhendamine,

e kaalutud lahendamisel

o) = [ po(@) = (@) P o) da,  p>0 (1.33)

kus o (z) on kaalufunktsioon.

Kaalufunktsiooni kasutamise néitena vaatleme paindemomendi M, tdpset avaldist ja
paindemomendi M ldhedast avaldist. Nende kahe funktsiooni ldheduse hindamiseks
votame kaalufunktsiooniks paindeprinkuse o () = v (z). Vea mooduks on siis painde
deformatsioonienergia erinevused.

1.3.3 Lihendamismeetod. Kaalutud hilvete meetod

Olgu ug differentsiaalvorrandi
L(u) =b  piirkonnas € (1.34)

tapne lahend.
Selle vorrandi rajatingimused on

O(ug) = O, rajaloigul Ty (1.35)
S(up) = S, rajaloigul Ty (1.36)

kus
I = I+, (1.37)

Valime ldhendfunktsiooniks u (z) iildistatud poliinoomi
u(z) =i (z),  (i=1,2,..,N) (1.38)
siin

a; — soltumatud parameetrid,
@i () — lineaarselt s6ltumatud funktsioonid.
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Asetame ldhendfunktsiooni u () diferentsiaalvorrandisse (1.34) ja rajatingimustesse
(1.35), (1.36)

L(u)—b=R (1.39)
O(u)— 0, =R, (1.40)
S(u)—S, =Ry (1.41)

siin

R — differentsiaalvorrandi lahendi hélve,
Ry — kinemaatiliste rajatingimuste hélve,
Ry — staatiliste rajatingimuste hélve.

Valime kaalufunktsiooni

v (z) = B () (i=1,2,..,N) (1.42)

Korrutame avaldised (1.39), (1.40), (1.41) kaalufunktsiooniga (1.42), integreerime {ile
piirkonna €2 ja noudes, et

/Q(z (w) — b)v (x) dQ = /QRU (2)dQ =0 (1.43)
/r (O (w) = O v(x)dl = [ R (z)dl =0 (1.44)
/F (S()=S)v(@)dl = [ Ry (x)dl =0 (1.45)

Soltuvalt lahendfunktsiooni u (z) = a;p; () valikust eristatakse jargmisi formuleerin-
guid:

e R =0, Ry =0 — ldhteformuleering
e [?y = 0 — norkformuleering
e R =0 — poordformuleering

Soltuvalt sellest, kas baasfunktsioonid ¢; (x), 1; (z) on valitud tithesugused voi erinevad
klassifitseeritakse lahendusmeetodeid (joonis 1.4)
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Baasfunktsioonid Baasfunktsioonid
ujav jaoks ujav jaoks
on Uhesugused on erinevad

Léhteformuleering

Voérgumeetod

Galjorkini meetod
! Kollakatsioonimeetod

Nérkformuleering

Uldistatud nérga formuleerin-

Loplike elementide meetod .
guga kaalutud halvete meetod

P&dérdformuleering

Treffzi meetod Rajaelementide meetod

Joonis 1.4. Loplike elementide meetodi koht
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Peatiikk 2

Elastne vedrusiisteem

2.1 Elastse vedru jaikusmaatriks

Vaatleme elastse vedru (joonis 2.1) tasakaalu. Vedru otste siirded on wu; ja us. Vedrule
mojuvad joud F; 1(1) ja F 1(1). Vedru jaikus on ¢V, Vedru otstes mojuvate joudude ja siirete

Joonis 2.1. Vedru

vahel on jargmine seos (2.1):

Fl(l) — kll k12 uy (2 1)
F2(1) ko1 k2o Uz '
Kinnitame vedru solmpunktis |2 | nii, et up = 0. Vorrandist (2.1) saab jérgmise seose
(2.2:
Fl(l) = kyug = My (2.2)
Tasakaalutingimusest saame
FQ(I) = —Fl(l) = —c(l)ul, ]{721 = —C(l) (23)
Kinnitame vedru solmpunktis | 1| nii, et u; = 0. Vorrandist (2.1) saab jérgneb seos (2.4:
F1(2) = ]{?QQUQ = C(I)UQ (24)

Tasakaalutingimusest saame

FO Z _p® — )y, krp = —c(®) (2.5)

23
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Niitid voib avaldise (2.1) kirjutada kujule (2.6)
C(l) —C(l) Ul Fl(l)
l —e |y | T R (2.6)
Tasakaaluvorrandi (2.6) vasakul pool on vedru jaikusmaatriks.

2.2 Konstruktsiooni jiikusmaatriks

Vaatleme kahest vedrust (joonis 2.2 a)) koosnevat siisteemi, mis on koormatud kolme
jouga [y, Fy, F3 solmpunktides , , , ¢@. Eraldame sélmed ja vedrud (joonis

Joonis 2.2. Vedrusiisteem

2.2'b)). Koostame solmede kohta tasakaalutingimused

P = FY
R = FY4+F? (2.7)
B o= B

Vedru otste siirete ja otstes mojuvate joudude vahelised seosed voib kirjutada maatriks-
kujul

SR T O N

| =| o o || (2.8)
[ Fl(2) ] [ 6(2) _0(2) ] I u2 |

FO | T =@ @ || (2.9)

Seose (2.8) ja (2.9) paremal pool asetsevaid maatrikseid nimetatakse vedru jaikusmaat-
riksiks.
Asetades seoed (2.8) ja (2.9) vorrandisiisteemi (2.7), saame

F1 C(l) —C(l) 0 U1

F2 — _C(l) C(l) + 6(2) _6(2) UQ (210)
F 0 —c? @ u3
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Vorrandisiisteemi (2.10) {ildkuju

Fl ]{711 klg ]{?13 Uy
F2 = kgl ]{522 ]{523 U9 (211)
F; k31 ksp ka3 us

Vorrandisiisteemi (2.11) paremal pool asetsevat maatriksit nimetatakse konstruktsioo-
ni jaikusmaatriksiks. . Vaatleme vorrandisiisteemi (2.11) koostamiseks vajalikke tabe-
leid. Esmalt kirjeldame vedrusiisteemi elementide asetust (tabel 2.1). Seejarel koostame

Tabel 2.1. Vedrusiisteemi topoloogia

Vedru nr  Algus Lopp

(1) 12
2) 2 3

elementide indekstabelid (tabel 2.2), mis annavad iildise jaikusmaatriksi aadressid (ta-
bel 2.3). Indekstabelite alusel kantakse elementide jdikusmaatriksid konstruktsiooni

Tabel 2.2. Elementide indekstabelid

Element nr 1 Element nr 2

Solm | 1 2 Solm | 2 3
1 11 12 2 22 23
2 21 22 3 32 33

Tabel 2.3. Konstruktsiooni jaikusmaatriksi aadressid

Solmnr 1 2 3

111 12 13
2121 22 23
3131 32 33
jaikusmaatriksisse
Fy kﬁ) kg) 0 Uy
By | = | ky ks k7 k|| e (2.12)

Fy 0 kY kY | Lus
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2.3 Elastse vedru voimalik t66

Vaatleme elastse vedru sisejoudude t66d. Vedru otsa ristloikes 0 mojuvad joud F'* ja
F~ (joonis 2.3), mis on vordsed ja vastupidi suunatud. Olgu vélispind pinnanormaaliga
n™ ja sisepind pinnanormaaliga n~. Siis on vilispinnal mojuv joud F* rajajoud ja

Joonis 2.3. Sisejou t66

sisepinnal mojuv joud F~ sisejoud. Ristloike ciiret tdhistab u. Rajajou F* to6 W,
siirdel u on

W, =F"xu (2.13)
Sisejou F'~ t66 W, siirdel u on

Wy=—-F" xu (2.14)

Eristatakse aktiivtood W@ ja pasiivtood W® . Aktiivt6o joud teevad t66d nende endi
pohjustatud siiretel (joonis 2.4 a). Pasiivtéé puhul on joudude t66 voimalikel siiretel
(neid siirdeid ei kutsu esile vaadeldavad joud)(joonis 2.4 b).

a) b)

dW

Joonis 2.4. Véimalik t66
Oldu vedru otste siirded w1, u; ja vedru pikenemine A
A=uy—u (2.15)
Voimalik sisejoudude t66 6W = W® on
Wy =—F(0A) = —F (dugy — duy) (2.16)
Arvestades jou F' ja vdru pikenemise A vahelist seost

F=cxA=cx(uy—u) (2.17)
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saame
W5 = —c* (ug — uy) (6A) = — [duy (cduy — cdug) + dug (cdug — cduy)] (2.18)

Avaldise (2.18) voib kirjutada maatrikskujul

B c —c Uy
oW, = — | duy 5u2}[_c ) HW] (2.19)
Voimalik vilisjoudude t66 6W,, on
Fy
W, =—1| 0u; 6 2.20
[ tr Ou2 } [FQ ] (2.20)

Energia teoreemi pohjal on vélisjoudude t66 W, ja sisejoudude t66 W, summa null
oWy + oW =0 (2.21)

Arvestades vilisjoudude voimalikku t66d (2.20) ja sisejoudude voimalikku t66d (2.19),
saame

Fo c —c U
{ 5u1 6UQ } [ F2 ‘| = [ 5U1 (SUQ } [ e c ‘| [ Us ‘| (222)
Avaldise (2.22) voib esitada ka lithemalt indekskujul

siin k;; on jdikusmaatriksi k elemendid

k:[ ¢ _C] (2.24)

—C C

Jattes dra vorrandisiisteemis (2.22) du; ja dug, saame tasakaaluvorrandi
Fo| c —c Uy
PIN @2

voi indekskujul

2.4 Vorrandisiisteemi lahendamine

Vaatleme vorrandisiisteemi (2.27) lahendamist

e @ @ ||y | = | B (2.27)
0 —® @ || j2)
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mille maatrikskuju on

Ku=F (2.28)
Vorrandisiisteemi (2.27) determinant

detK = 0 (2.29)

Determinandi null on tingitud sellest, et vedrusiisteemil (joonis 2.2) ei ole kirjeldatud
rajatingimusi.
Kinnitame vedrusiisteemi solmpunktis | 1| (u; = 0), siis vorrandisiisteemi

e —cM 0 up =0 Fy
—C(l) C(l) + C(2) _0(2) Us - F2 (230)
0 —c@ 2 (0 Fy

Tundmatuteks on uy, ug ja Fj. Leiame esmalt us ja us vorrandisiisteemi (2.30) kahest

viimasest vorrandist
1) (2 _.2
¢ +c c us || F3
e - R 231

Vorrandisiisteemi (2.30) esimesest vorrandist (2.32)

—cM Uz | _
[ c 0}[u3]—[F1} (2.32)
arvutame tundmatu Fi leitud us ja ug abil.

Naide 2.1 Leida joonisel 2.5 néidatud vedrusiisteemi toereaktsioonid Fy, Fy ja solmpunktide
, siirded ug, us. Vedrusisteem on koormatud joududega Fo = 15kN ja F3 = 25kN.
Vedrude jiikused on ¢ =3 MN/m ja ¢® = 1.5 MN/m ja ¢®) =2 MN/m.

C —3MN/m —1 5 MN/m —2MN/m
AT AR AR
F =15kN =25 kN
1—0 u2—" u3—? u4_0

Joonis 2.5. Vedrusiisteemi arvutusskeem

Vedrusiisteemi taskaaluvorrand on

K © Kip Kiz @ Ku | W =01 T F
Koy ¢ Ko Koz : Ko U Fy (2.33)
K31 Kz K33 : Kz s 3
' ‘ ) | ug =0 Fy
| K 0 Ky Kyz @ Ky |
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Jaikusmaatriksi (2.33) koostamiseks kirjeldame siisteemi topoloogiat (tabel 2.4). Koostame

Tabel 2.4. Siisteemi topoloogia

Vedru nr  Algus Lopp
(1) 1 2
(2) 2 3
(3) 3 4

elementide indekstabelid (tabel 2.5) ja elementidede jdikusmaatriksid (tabel 2.6) Tabelist 2.5

Tabel 2.5. Vedrude indekstabelid

Element nr 1

Element nr 2

Element nr 3

Solm | 1 2 Solm | 2 3 Solm | 3 4
1 11 12 2 22 23 3 33 34
2 21 22 3 32 33 4 43 44

Tabel 2.6. Vedrude jaikusmaatriksid

Element nr 1 Element nr 2 Element nr 3

Solm 1 2 Solm | 2 3 Solm | 3 4
1 3.0 -3.0 2 1.5 -1.5 3 20 -2.0
2 -3.0 3.0 3 -1.5 1.5 4 2.0 2.0

ndaeme, millistele aadressidele tuleb kanda elementide jaikusmaatriksi elemendid (tabel 2.6).
Konstruktsiooni jdikusmaatriksi elemendid on

Ky = kY =30MN/m
K1y = kY =-30MN/m
Ki3 = 0
Ky = 0
— () (2 _
Ky = k¥ =—15MN/m (2.34)
— 1.2 0 _
K3 = k3 =-20MN/m
Ky = k) =30MN/m
Jaikusmaatriks K on stimmeetriline (K;; = Kj;.
Esmalt koostame tasakaaluvorrandisisteemi (2.33) teise ja kolmanda vérrandi
Ko Ko (% Fy
= 2.35
[ K3y Ks3 u3 F3 (2:35)
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Vorrandisiisteemi (2.35) arvuline kuju

45 —15 || ug | | 15-1073

-1.5 35 ug | | 25-107°
Vorrandisiisteemsi (2.36) determinant

detKy = 13.5 MN?/m?
Vorrandisiisteemi (2.35) lahendiks saame
_ -1
u=K;F

kus K5 on maatriksi Ko (2.35) piordmaatriks

. 1 K33 —Kog 1 [35 15
13.5

K,!= =
2 detK2 —K32 K22 1.5 45

Vorrandisiisteemi(2.36) lahendiks saame

upg | 1 |35 15 || 15-107% | | 6.666...- 1073 .
us | 135 | 1.5 45 [ | 25-1073 | 1.0- 1072

Tasakaaluvorrandisisteemi (2.33) esimesest ja neljandast vorrandist saame

| | K2 Kis uz | _

Fy Ky Kys u3
1 =32 00 6.666... - 103 —20.0
| 00 -20 1.0-1072 —20.0

[

Kontrollime vedrusiisteemi tasakaalu

P+ Fy+Fs+Fy=-200+150+25.0-20.0=0

(2.36)

(2.37)

(2.38)

(2.39)

(2.40)

(2.41)

(2.42)
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Varraskonstruktsioonid

3.1 Varda pikke jaikusmaatriks

Vaatleme varda elementi (joonis 3.1) pillusega [ ja jiikusega c!) = ETA Varda teljega

8
¢ =EAI

Joonis 3.1. Varda element

seome kohalikud koordinaadid z* ja z* . Kohalikes koordinaatides varda jaikusmaatriksi
ja tasakaaluvorrandi saame sarnaselt vedru tasakaaluvorrandile (2.6)
Varda tasakaaluvorrand on

EA - U )
JER BRI RS

ehk maatrikskujul

kus varda jaikusmaatriks K

.

I | -1 1

3.2 Kohalik ja iildteljestik

Varraskonstruktsiooni iga vardaga seostatakse teljestik nii, et x-telg iihtib varda teljega
(vt joonis 3.4, teljed x* ja z*). Nimetame neid kohalikeks teljestikeks. Konstruktsiooni

31
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varraste asukoha ja nende suuna kirjeldamiseks kasutame tildteljestikku (teljed z ja z).
Kasutame ainult parema kée teljestikku (joonis 3.2). Vaadates telje positiivsest otsast,
loeme pooret positiivseks z-teljest x-telje suunas, x-teljest y-telje suunas ja y-teljest
z-telje suunas. Joonisel 3.2 on nédidatud nii parema kée kui ka vasaku kée teljestik.
Tasapinnaliste konstruktsioonide kirjeldamisel vaatame y-telje positiivsest otsast, nii
nideme x- ja z-telge. Positiivne poordenurk on z-teljest x-telje suunas. Parema kée tel-
jestiku puhul on positiivne poore vastupdeva. Vasaku kée teljestiku korral on positiivne
poore paripdeva. Siirete ja jouvektorite kirjeldamiseks kohalikes ja iildkoordinaatides on
vajalikud koordinaatide teisendused.

Joonisel 3.2 on néidatud positiivse poor-
denurga suund. Vaadates telje positiivsest
otsast, loeme podoret positiivseks z-teljest
x-telje suunas, x-teljest y-telje suunas ja
y-teljest z-telje suunas.

Joonis 3.2. Vasaku ja parema kée tel-
jestik

Siirete ja jouvektorite kirjeldamiseks kohalikes ja iildkoordinaatides tuleb koordinaat
teisendada.

Koordinaatide teisendusvalemite tuletamiseks vaatleme joonist 3.3. Olgu koordinaa-
did zyz ildkoordinaadid ja z*y*z* kohalikud koordinaadid. Vaatleme veel parema kée
kolmikuid i, j, k ja i*,j*, k*. Need on iihikvektorite kolmikud, mis méaravad ara koordi-
naattelgede suunad. Joonisel 3.3 on iithikvektorid j ja j* suunatud vaataja poole. Vektori

x*
i*
X B COSOlyy = COSQL
| o Olxx
> s
i X
\F
o C0S Olyz* = —COS B

Oy
COS Ozx+ = COS B

2% COSOl+ =COS O
r4

Joonis 3.3. Koordinaatide teisendus
]? projektsioonid telgedele zz on F,, F, ja telgedele x*x* on F;, F7. Seega

|

(3.4)

e

F=F-i+F k=Fi+Fk, {

B | e ]
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Korrutame avaldise (3.4) vektoriga i* ja vektoriga k*. Votame arvesse, et risti olevate
vektorite skalaarkorrutis (sisekorrutis) on null. Saame

Fi* = Ff = F,-i-i" + F. ki 55
F-k = FF = F,-i-k + F.-k-k*

Poordseoste leidmiseks korrutame avaldist (3.4) vektoriga i ja vektoriga k. Poordseosed
on

F-i =F = Frir'i + Fr ki (36)
F-k = FF = FFi'*'k + F- k'K

Uhikvektorite skalaarkorrutis vordub nende positiivsete suundade vahelise nurga koosi-
nusega

—_ - — — —
i-i* = 1"-1 = cosag, i-k* = cosag,-
k-k* = k*-k = cosa..-, 1" -k = coSQy
Telje x* suunakoosinused tdhistame jérgmiselt: cosa,,» = cosa ja cosa,,~ = cosf3
(cos B = cos (90° + o) = —sin ). Jooniselt 3.3 ndeme, et
COS (gpr = COSQ, COSQlypr = COS[ (3.8)
COS V.« = COSQ, COS Qlg,x = —cosf3 '

Varda 16pu ja alguse koordinaatide (joonis 3.4) zp, 21, T4, z4 jargi saab need suuna-
koosinused arvutada

T —Ta

cosQ = ——— (3.9)
cos f = L ; A (3.10)

kus [ on varda pikkus
L= /(2p — 2)* + (21, — 2a)? (3.11)

Niiiid avaldame koordinaatteisendused jargmiselt:

Fy | | cosa cosf F,
[F;]_[—cosﬁ cosa] [FZ] (3.12)

F,| | cosa —cosf || Fr
[Fz ] _[cosﬁ cos (v ][F;} (3.13)
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Vorreldes avaldistes (3.12) ja (3.13) koordinaatide teisendusmaatrikseid, ndeme, et nen-
des on read ja veerud dra vahetatud, s.t ithe saab teisest transponeerimisel. Asendades
vorrandis (3.12) F, ja F, nende avaldistega vorrandis (3.13), saame maatrikskorrutise

[ COS (v cosﬂ] [COSO& _C086]:[1 0] (3.14)

—cos3 cosa cos 3  cosa 01

Siin annab maatriksi korrutamine tema transponeeritud kujuga iihikmaatriksi. Selli-
seid maatrikseid nimetatakse ortogonaalseteks maatriksiteks. Nendel on hea omadus,
et poordmaatriks vordub tema transponeeritud kujuga (moélemal juhul on korrutiseks
thikmaatriks).

3.3 Jaikusmaatriks iildkoordinaatides

Rajajoudude (kontaktjoudude) positiivse suuna méadramisel on kasutusel kaks mérgi-
kokkulepet (joonis 3.4, kus on kasutusel parema kée teljestik, vt joonis 3.2). Esimene

>
M

Joonis 3.4. Margikokkulepped

mdargikokkulepe (joonis 3.4 b) on tuttav tehnilisest mehaanikast. Teine mdrgikokkulepe
(joonis 3.4 a) on vajalik varrassiisteemide tasakaaluvorrandite algoritmide koostami-
seks.

Vorreldes I méargikokkulepet II mérgikokkuleppega, ndeme, et varda 16pus olevad ra-
jajoudude (kontaktjoudude) suunad langevad kokku. Varda alguses on rajajoudude suu-
nad vastasmaérgilised. Sisejoude leitakse rajajoudude kaudu. Sisejoudude mérgid ei tohi
soltuda rajajoudude méargikokkuleppest.

Sisejoudude mérgireeglid on raamatus [MR96] 1k 35 , Tombejou loeme positiivseks”,
Lourvejou loeme negatiivseks”; 1k 45 [ Poikjou range maérgireegel: positiivseks loeme
poikjoudu, mis positiivset sisepinda nihutab koordinaattelje positiivses suunas voi ne-
gatitvset sisepinda koordinaattelje negatiivses suunas”, ,,Péikjou mérgi tooreegel: posi-
tiivseks loeme poikjoudu, mis nihutab positiivset sisepinda péripdeva”; 1k 43 , Painde-
momendi loeme positiivseks, kui varda positiivsed kiud on tommatud”.

Tehnilises mehaanikas (tugevusopetuses) langevad sisejoudude mérgireeglid ja ra-
jajoudude (kontaktjoudude) mérgireeglid (I mérgikokkulepe) kokku. Kasutades IT mér-
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gikokkulepet, tuleb sisejoudude mérgi madramisel rajajoudude (kontaktjoudude) kau-
du varda alguses arvestada nende erinevaid mérke. Rohutame, et sisejoud on varda
sisepinnal ja rajajoud (kontaktjoud) mojuvad varda wvalispinnal. Lisame varda tasakaa-
luvorranditele (3.1) kohalikes koordinaatides tiihjad read, mis vastavad Z* koordinaadile

1 0 -1 0 uj FY
TIA0 ol A 319
0 0 0 O vy F7,
ehk maatrikskujul
K'u* = F* (3.16)
Teisendame joud iildkoordinaatidest kohalikesse koordinaatidesse
F;% cosa  cosf3 0 0 Fpy
?}; - _C(S)Sﬁ COSO‘ co(s)& cogﬁ ?Z (3.17)
F7, 0 0 —cosf cosa F.
ehk maatrikskujul
F*=TF (3.18)
siin on T pikkele tooava varda teisendusmaatriks
cosa  cos 3 0 0
T= _C(())Sﬁ COSO‘ co(s)oz 0025 (3.19)
0 0 —cosf cosa

Teisendusmaatriksi T abil avaldame siirded kohalikes koordinaatides d*, siirete kaudu
iildkoordinaatides d

d* = Td (3.20)
Teisendusmaatriks (3.19) on ortogonaalne, s.o
TCD = 1) (3.21)

kus

T — maatriksi T poordmaatriks

T — transponeeritud maatriks

Teisenduste (3.18), (3.20) poordteisendused on

F=T"F" (3.22)
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d=T"d (3.23)
Jaikusmaatriksi K iildkoordinaatides saame avaldiste (3.22), (3.16) ja (3.20) abil

F=T'F"=T'K*d" = T'K*Td (3.24)
K

kus
TTK*T on jiikusmaatriks K iildkoordinaatides

K =T’K*T (3.25)

Teostame maatriksi T? ja maatriksi K* korrutamise, tihistades ¢ = cosa, s = cos f3.
Korrutise elementideks on maatriksi T7 i-nda rea ja maatriksi K* j-nda veeru vastavate
elementide korrutiste summad

1 0 =1 0
EA| 0 0 0 © *
T o101 of K
0 0 0 0]
c —s 0 0 0 —c 0]
r | s ¢ 0 0 EA 0 —s 0|  rers
T_OOC—S’Z —c 0 o| = TK (3:26)
0 0 s c —s 0 0 |

Korrutame saadud tulemust TTK* teisendusmaatriksiga T

c S 0 0
-5 c 0 0 o
0 0 c S =T
0 0 —S c |
¢c 0 —c 0 2 s —c* —cs |
EA s 0 —=s 0 EA| ¢s s —cs —s?
l —c 0 ¢ 0|1 -2 —cs A cs (3:27)
—s 0 0 —cs —s* s s
Varda elemendi jaikusmaatriks {ildkoordinaatides
2 s 1 = —cs
EA 2 — 52
K BA s s . cs —s (3.28)
! -2 —¢cs A cs
| —cs —s* 1 es §F
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Saadud jaikusmaatriksi esitame alammaatriksi k

EA| ¢ c¢s
k — T [ cs 82 ‘| (329)
kaudu
K — [ _kk _kk ] (3.30)

3.4 Elemendis mojuv pikkejoud

Tasakaaluvorrandisiisteemi lahendamise tulemusel saadakse solmpunktide siirded wuq,
v1, Ug, Uo. Varda elemendis tuleb leida sisejoud. Sisejoudude leidmiseks vaatleme varda
tasakaaluvorrandit kohalikes koordinaatides (3.16)

F* = K*d* = K*Td (3.31)

Korrutise F*T saame jargmiselt

c s 0 0
—S c 0 0
= T
0 0 c s
0 0 =5 c
1 0 -1 0 c s —c =S|
. EA|l 0 0 0 0| EAlO O 0 O .
K=o 01 0| 7T ]|-—<-=swes| KT 632
0 0 0 O 0o 0 0 0 |
vorrandist (3.31) saame korrutise (3.32) abil
Uy
Fril FEA| ¢ s —c —s vy
[F;Q ] e [ —c —s ¢ s ] U (3.33)
Vg

Arvestades, et varda 16pus olev rajajou mérk langeb kokku sisejou mérgiga, saame

Uy
U1
Uz
V2

N=F =24

—c —s ¢ s} (3.34)

Naiide 3.1 Leida varrassiisteemi (joonis 3.5) solmpunkti stirded us ja vs. Koormus Fy3
ja F.3 on rakendatud sélme . Varraste , @] , @] pikkused on 1, 1v/2 jal.
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Joonis 3.5. Varrassiisteemi arvutusskeem

Varrassiisteemi solmpunktide siirete vektor d ja joudude vektor F on

[ ur | [ Fop1 ]
U1 F
U Fpo
d— . d= 3.35
() F.o (3.35)
u3 Fys3
L U3 L Fz3 |

Jaikusmaatriksi Ky (i,j = 1,2,...,6) koostamiseks kirjeldame siisteemi topoloogiat (tabel 3.1).
Véttes arvesse varraste suunda (tabel 3.1), esitame varraste suunakoosinused tabelis (tabel

Tabel 3.1. Varrassiisteemi topoloogia

Varras nr  Algus Lopp

(1) 2 3
2) 13
(3) 1 2

3.2). Koostame elementide indekstabelid (tabel 3.3) ja jiikusmaatriksid (tabel 3./), Kus ki(jn)
on alammaatriksid (3.56), (3.37), (3.38), (vaata avaldist 3.29).

L 1 EA[ 10 00
R R

2 ~ 7 |00 00
kiy = kb = -k (3.36)
Al 1 1
R
L' l3vs 33

K} = ki =-k® (3.37)
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Tabel 3.2. Varraste suunakoosinused
Varras cosa cosf
nr c S
(1) 1.0 0.0
2 ¢ ¥z
(3) 0.0 1.0
Tabel 3.3. Varraste indekstabelid
Element nr 1 Element nr 2 Element nr 3
Solm | 2 3 Solm | 1 3 Solm | 1 2
2 22 23 1 11 13 1 11 12
3 32 33 3 31 33 2 21 22
Tabel 3.4. Varraste jaikusmaatriksid
Element nr 1 Element nr 2 Element nr 3
Solm | 2 3 Solm 1 3 Solm 1 2
2 kg? k(lg 1 k(lzl) k(lz; 1 kil? k%
3 k& kG 3 |k kG 2 |k K5
(3) (3) _ 13 _ EiA 0.0 0.0
ki = kyp =k = l [o.o 1.0
k¥ = k¥ = _x® (3.38)
Koostame tasakaaluvorrandite stisteemi alammaatriksite abil
_ _ up =0 [ F:’Cl
2 3 3 2
k(11) + k(11) k(12) k(12) vt =0 Fa
wmeo| | m
R R I et B A I
k2 kS K+ k3 || us Fus
U3 | Fis

5

Vorrandisisteem (3.39) on simmeetriline. Vottes arvesse alammaatriksite avaldised (5.36),
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(3.37) ja (3.38), saame

‘H
‘H
I

1 1

v, o 0 T

1+ 0 -1 55 -
-1

5
|

S

2
EA| - S

3
>
<
—_
I
%
[

1

2vV2  2y/2
R GR
1+ 52

‘»—‘OO
<
[\V]
o
o
[N}

[\
™
1
g
5
|
o
]
1
3
=
1

22 2\(5

Siirded ug, vs leiame vorrandisiisteemi (3.40) kahest viimasest vorrandist

1 1
BV 5 U3 F.3

Vorrandisiisteemi (3.41) lahend on

u3 _EA 1 -1 F3
vs | 1 | -1 14+2V2 F.3

B4
l

-5

S

(3.40)

(3.41)

(3.42)

Joud solmedes | 1] ja leiame vorrandisiisteemi (3.40) esimesest neljast vorrandist

1
Fi WG _@
Pa ) _EAN =55 o || U8
Fio l -1 0 U3
Fz? 0 0
Varda C]] sisejoud Ny
UQ—O
EA
le—[—c -5 c s] vz =0 =
l us
v3

1 ~1 Fsl .

Varda @] sisejoud No

U3

L1 5 o» 1 —1 Fu |
\/5[% \2[}[—1 1+2\/§HFZ§]_‘@FZ3

Kolmanda varda @J sisejoud N3 = 0.

(3.43)

(3.44)

(3.45)
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Joonis 3.6. Solmede nummerdamine

3.5 Solmede nummerdamisest

Tasakaaluvorrandite vasaku poole maatriksid on héredad maatriksid, s.o. siosaldavad
palju nullelemente. S6lmede nummerdamise jarjekorrast soltub varraste jaikusmaatriksi
elementide asukoht tasakaaluvorrandisiisteemis. Joonisel 3.6 on nédidatud kahte sdlmede

nummerdamisviisi.
Joonisel 3.6 a) ndidatud nummerdamise tulemusel saadakse lintvorrandisiisteemi maat-

35 36

PRSI
FRERIN
oo x x| =
co x x|

oo xx oo |w

co xxoo | &

X x X X
X x X x
35 X X 35 00
X X 36 00

36

Joonis 3.7. Vorrandisiisteemi kuju

riks (joonis 3.7 a)). Vorrandisiisteemi lahendamiseks, millel vasak pool on hore maatriks,
kasutatakse hordate vorrandisiisteemide lahendamise programme.
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3.6 Varda paine

3.6.1 TUlekandemaatriks paindel

Diferentsiaalseosed varda paindel parema kée teljestikus x-z (joonis 3.8).

dw

%—_@y

2
1

d“w _ _d(,py _ ’

dx? dx EI,

dM,
di[} - Qz

Q.
de ¢: ()

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

Avaldised (3.48), (3.49) on tala tasakaalu diferentsiaalvorrandid paindel. Nende seoste
tuletamist vaadeldakse tehnilises mehaanikas. Paine on iiks varda tooseisundeid (joo-

nis 3.9).
a
Q M, +dM
My (A A A AT AT AT y y

G _________________________________________ D X, u

dx Q,+dQ, _(BJ

2 N Ve +

¢ ¢ +do z

Joonis 3.8. Painde diferentsiaalseosed

Algparameetrite meetodi puhul arvutame tala sisejoude ([?] Ik 28) M ja @ jargmiselt

(vt joonis 3.10)

(z — am)”
EIywx:EIywo—kE]ygoyo-anM-T-H(m—aM)—
3 4
T —ap (x —ayp)
—F-(S!>-H(x—ap)—p 4!p H(x —a,)
(& = am)’
EIygDyIZE[y(IDyo—FMTH(x—aM)—F
3
+F~<x ar) -H(x—ap)—p (x = ay) H(x —ayp)

(3.50)

(3.51)
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Tstseisund Prinkus Sisejoud Ristloike | Elastsus- | Deformatsiooni-
ooseIstL [MR95] [MR96] jiikus seosed | energia [MR96]
Pike Pikfeirilzkus S Pikke. .
S — & IO jaikus = | AUy =1NXdz
3 =2 N A EAN
= = siin A = Au
PaAinde Paindeprinkus ) )
Y _dyy Paindemo- Painde-
My 7 My =" ment jéikus M, = dUyr = S M, dx
==Vl pr, | = i
4 Y ST — A M, £l
i siin ¥ = Ay,
Loige Léiﬁkeprinlluigs '
B, Pz = g . Loike- _
QTZ <% | e | Olgomi jitkus G?f 5. | o =4Qupuda
W ! Jdvi, siin : GAreq e
- B, = Awg
Viiandeprinkus
Véédne . 9 O o Viindemo- | Viiinde-
o dx = dz M, = _1
C wy /(} gf_ © ment jéikus QLY AU, = s Mddx
MXLd\X- .. L M, GI, ’
[ Mx | siin © = Ay,
Joonis 3.9. Varda t6oseisundid
r—a
Msz‘(l'—CLM>O‘H(I'—U,M)—F‘(1'F>'H<l'—CLF)—
(z — ap)2
P, H(x—a, (3.52)
Qe=F-(x—ap)’ - H(x—ap)—p-(x—a,)-H(x—ap) (3.53)

Avaldistes (3.50), (3.51), (3.52) ja (3.50) on H (z — ar) Heaviside’i' funktsioon.

0, kui (x—ap)<0
H(x—ap)—{ 1, kui (x—ar)>0 (3:54)

Vorrandeid (3.50), (3.51), (3.52) ja (3.53) nimetatakse ka iilekandevorranditeks.
Kirjutame vorrandid ( 3.52) ja ( 3.53) maatrikskujule ( 3.55), kus tala alguses olevad

1 Oliver Heaviside, inglise fiiiisik ja elektriinsener, 1850-1925.
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TR,

%
Ty

aqL
aF2
L 1
F1 Algparameetrite
%" | N e
|
< .l Ulekandemaatriks
T -qz, 'Q meetod
v |
I

Joonis 3.10. Tala kahel toel

reaktsioonid (joud) V, ja M, toome eraldi vélja.

10

-H(x —apy)

R

Ulekandevérrandid (3.5(
3.11) maatrikskujul (3.56).

HMQQQO]_[F (x—apl) H(x—apl):

B [ b H(x — ap)
Fs - (x—apg) H(z —ar2) |
[qZ'(x_aqz‘%)'H(x_an) ]
QZMH(Q:—%A)
g - (T — aqL2> H (z — aqr)
q @H(m—a@)

z

+

qz
M
M T P
yv
/| e—— [ X U
\A*X X, — X X *J
> Qy = Y P s Qzp =3
= Va
9, ®p
zZ,W

VARRASKONSTRUKTSIOONID

(3.55)

50), (3.51), (3.52), (3.53) II-mérgikokkuleppe puhul (joonis 3.4 ja

(3.56)
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kus siirded ja kontaktjoud tala algul Z, ja 16pus Zj

(joonis 3.11) on

w

Py
Q.
M.

ja iilekandemaatriks U II-mérgikokkuleppe puhul (3.58)

(xp—zy)° (zp—0)?
1 = (zp — ) 61, SEI,
_ (zp—av)?® (zp—2v)
Uu=|0 1 ;Ely o %Iy
0 0 -1 0
0 0 — (zp — ) -1
ning tlekandemeetodi koormusvektor 7 (3.59) [12]
[ $ a ZB a €T a 4
XM, pEI];++ZF 1}51§|++Zz pEIZ'3
Tp—a (zp—ap)? Tp—aq)
o _ | ~TMIEER - SR v O
o (z aF (xp—aq)y
—XF, 1;51 0' — 24 pEIin'Q
(zp—a (zp—a (zp—aq)y
i - XM, pEI]g' -2 pEIf' — 24 11751;
Siin kasutatakse jargmist téhistust
(x— ag), = 0, kui (z—ap) <0
F+7 Y 2z —ap|, kui (x—ap)>0

3.6.2 Varda painde jaikusmaatriks

45

(3.57)

(3.58)

(3.59)

(3.60)

Teisendame iilekandevorrandid (3.56) nii, et varda otstes olevad joud avalduvad varda

otste siirete ja poorete kaudu (3.61)

F* = K*d" + F*
kus
QZ'U
M,,
sz ’
M

yp

F* = d" =

ja jaikusmaatriks K* (3.63) vastab IT mérgikokkuleppele

12 _6 _12
3 2 3

6 16

* 12 l 12
K _Ely 12 6 12
5 BB

T S ]

2 l 2

~ B[O T

(3.61)

(3.62)

(3.63)
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ning elemendile rakendatud joud ]FC‘)*

6(xp— aM)+

> M,

l2

6(mpaM)+>

3(% aM) 2(zp— aM)+

. S M, A

_ 6(zp— aM)+ + 6(zp— aM)+

> M,

ZMy< (zp— “M)+ + (mp*laMM

0!

(zp—anm)} )

2($p—aF)3. .

3(mp—aF)i

2 F;

l3

12

2
(331170'1")4r

> F,

3
o (xpfaF)Jr

Tp— aF)+

l2

+

(mp aF)+

l

+ (Jf'P a'F)+

s r (-2

l3

+

l2

0!

)

ZFZ( (ep= “”* +

l

(xp*th_ + (zp— aF)i_)

($p_a4)+

zp—aq)?t
ZQZ (( P2134)+ -

l2

)

>4 (—

412

(Ip*aq)+ + (zp— aq)i)

xp—ag)d Tp— aq 3

3
_G‘Q)+ _

1!

(xp_aq)i >

(:Up_a(I)-{_

ZQz (_(%4—;;1)4. + (fﬂp

Teisendusmaatriks T paindel

SO o~ OO
S »w o O O O

SO DO »w O
SO OO0 »

Jaikusmaatriks iildkoordinaatides K

K =T'K*'T

3l

S0 nw O OO
_o O O o o

Varda elemendile rakendatud joud ]3‘ iildkoordinaatides

](:—1)1 _ TT:E?\*

Varda elemendi tasakaaluvorrand tildkoordinaatides

F-Kd+F

21
2 )

(3.64)

(3.65)

(3.66)

(3.67)

(3.68)
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Interpoleerimine

4.1 Lagrange’i interpolatsioon
Kirjeldame funktsiooni v (x) polilnoomiga P" ()

v(r) = P"(2) = ap + a1z + asx® + ... + apz” (4.1)
Avaldise (4.1) kirjutame maatrikskujul

v(x)

Vn
v

Xg X4 X, Xn

Joonis 4.1. Funktsiooni interpolatsioon

v(z)=P"(z) = [ 1z 2% ... a" (1.2 (4.2)
ehk veel lithemalt - _
v(z)=P"(z) = [z][a] (4.3)

Olgu teada funktsiooni vadrtused n+1 punktis (joonis 4.1). Punktis zq on funktsiooni
vaartus vy, punktis x; on funktsiooni véirtus v; ja punktis x, on funktsiooni véartus

47
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v,. Punkte, kus on antud funktsiooni vairtused, nimetatakse poliinoomi solmedeks.

Kirjeldame poliinoomi (4.2) abil neid véértusi

U 1 xg x% ST ag
U1 1 x; x% N ai
Vg | = | 1 a9 x% R Qs
2 n
Up, 1z, xp ... an,
ehk siimboolselt
v =Aa

Otsitavad parameetrid a leiame vorrandist (4.5)
a=Alv
Niiiid on poliinoomis (4.3) parameetrid (4.6) méératud
v(z) = P"(r) =xA"lv

Kirjutame avaldise (4.7) lahti

v(z) =Ly (x)vg+ LY ()1 + LY (x)ve+ ...+ L] () vy

Kus Lagrang’i’ interpolatsioonipoliinoomi kordajad £ (z) on

(x—x1) (r—22)...(x—zp)

(xog — x1) (xg — T2) ... (0 — Ty)

L3 () =

(x —x) (x —x2) ... (¢ —zp)
(r1 —x0) (1 — m2) ... (11 — Ty)

LY (z) =

£ (x) = (x — o) (x —x1) ... (T — Tp1)

(xp — 1) (Tp —x2) ... (Tp — Tp1)

Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi kordajate LI (x) siimboolne kuju

bor—
L} (x) = :
' JEO Li — €Tj
i
Vaatleme lineaarset interpolatsiooni vahemikus xg = —1, 21 = 1 (joonis 4.2)

1 Joseph Louis de Lagrange, prantsuse matemaatik ja mehaanikateadlane, 1736-1813.

(4.4)

(4.10)

(4.11)

(4.12)
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a)

(4.13)
(4.14)

Funktsiooni v (z) saame interpoleerida véértuste vy ja vovahel (joonis 4.2 b)
v(z) = Ny (x) vy + Na (z) ve (4.15)

Loplike elementide meetodis nimetatakse funktsioone N; kujufunktsioonideks (vormi-
funktsioonideks).

Ruutinterpolatsiooni puhul vahemikus zo = —1, 29 = 1 (joonis 4.3)
on Lagrange’i interpolatsioonipoliinoomi kordajad

(x—0)(x—1) 1

N (z) = £ (2) = C1o0 (=D - St —1) (4.16)
_ p(2 _(93+1)($_1)_ 2

Ng(x)zﬁg)(x)—(0+1)(0_1)—(1—x) (4.17)
_ e (z+1)(z—-0) 1

N3<x):£g>(x)_(1 1)(1_0)_§x(:c+1) (4.18)

Funktsiooni v (z) saame interpoleerida véértuste v; ja vz vahel (joonis 4.3 b)
v(z) = Ny (x) vy + Na (z) ve + N3 () vs (4.19)
Lineaarse interpolatsiooni kaudu (4.13), (4.14) solmede [1], [2] (joonis 4.4) vahel

@) = S0-a)

£ (z) = ;(1—1—:1:) (4.20)
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[1] IR

-1 1

[1] 2] [3]

-1 0 1

Joonis 4.5. Ruutinterpolatsiooni sélmed

saame avaldada korgemad interpolatsioonid
LY (x) = (1-2c) L)

£ (@) = 4Ly’
P (@) = (22 —1)L) (4.21)

o [ T CIR.

-1 -1/3 13 1

Joonis 4.6. Kuupinterpolatsiooni solmed

L (x) = ;(1—3583) (2-3ci") L3

L) = e (2-3e) £

£ () = o (3e80 1) ff

£P (z) = ;cg” (3£{V —1) (3£ —2) (4.22)
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4.2 Hermite’i interpolatsioon

o1

Olgu antud funktsioon v (z) ja tema tuletiste védrtused n s6lmpunktis, mille koordinaat

on r,
o, xy, T,
Vo, U1, Vg,
w109 - 11 - 125
dZv ’ dZv ‘ dZv ‘
dz2 105 dz2 |1s dz2 125
5 5
kv | drv | d*v |
dzk 105 dzk 11 dzk 129
v(x)
-
avi "1 ogx dv dv
I

xn
Un,
|
x n
M|
de n
ﬁ|
dzk 1T

Joonis 4.7. Hermite’i interpolatsioon

Funktsiooni ldhendame (m = 2n)-astme poliinoomiga

aop
ay
v(z) | |1 = 2* ... a™ s
L0 1 22t L mam! ,
X .
am
ehk
v(x) =xa
SR B 2 m
UO 1 :UO .TO e ajo
v 0 1 2z} maf !
vy 1z 22 ... an ao
vy 0 1 2] ma ay
vy | = | 1 a9 x% o Ty Q9
vh 0 1 2z may !
: : 5 Qm
Un 1z, 22 ... am
Lo L 1 2z} mxm1 |

(4.23)

(4.24)

(4.25)
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ehk
v = Aga
Avaldisest (4.26) saame
a=Aqg'v
Funktsioon (4.24) avaldub niiiid jirgmiselt:
v(z) =xa =xAg'v

Kirjutame avaldise (4.28) kujule

v (@) = Hey) () vo + MY (2) v + Mo (2) oy + HAY (2) 0] + .
S (@) v+ HE () 0,

ehk
o(@) =My (@ o+ MY (@)v]  ((=12....4)

kus Hermite’i? interpolatsioonipoliinoomi kordajad Hi,; on

n

M () = {1 - 2(x — ;) > }{ﬁ“( )y

73

M (2) = (2 — ) {1 (2))?

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

Kahe interpolatsioonisolmega ja esimese tuletisega (joonis 4.8) on funktsiooni inter-

polatsioon jargmine:

Vo vy

Vo Vi

o e xe-t
Xg=0 Xq=1

| L

Joonis 4.8. Hermite’i interpolatsiooni sélmed

v(z) = H(%) () vy + H%) () vy + H(()ll) (x) v + Hﬁ) (x) v}

2Charles Hermite, prantsuse matemaatik, 1822-1901.

(4.33)
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Siin on Hermite’i interpolatsioonifunktsioonid HZ(;L)

H&))(:E):(l—Qx_xo)<$_x1)2:

xo— 21/ \To — 1
_ (1 + 22) (1 = ;)2 — 1362 4 263 (4.34)
H%) (x) = (x — o) <;0__211>2 =
2
— <_“Z - i) — Le(1—¢)> (4.35)

(-2 ) () -

Y (2) = (@) (2220 -

T — Zo

X

L) — L (€~ 1) (4.37)

— (L&~ 1)

Hermite’i interpolatsioonifunktsioonid HE?) on néidatud joonisel 4.9.

Teades kahes solmpunktis funktsiooni ja tema kahe tuletise vaartust v,,v), v, on
Hermite’i interpolatsiooni valem jérgmine:
0 () = Mg () vo +Hi (@) v+ Mg (2) of + He (@) 1 +
HY (@) o) + M) () of (4.38)

Tuletiste arv

\ S6Impunkt
Tuletis

Joonis 4.9. Hermite’i interpolatsioonifunktsioonid
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Kasutades tahistust

xQ_xlsz 725

avaldame Hermite’i interpolatsioonifunktsioonid Hg-)

MG (&) =1—10€° + 15¢" — 667
Hiy (§) = L& (1 - 66> +8¢° — 3¢*)
HE) () = 7€ (1 -3¢+ 38— €)

HEY (€) = 106° — 15¢" + 667

HE (6) = —L¢ (4¢% +7¢* — 3¢")

HE () = 1€ (6 -2+ €)

4.3 Interpoleerimine tasapinnal

4.3.1 Lagrange’i interpolatsioon tasapinnal

Kirjeldame funktsiooni v (x,y) poliinoomiga P™ (x,y)

U(:L‘,y)zpn(x,y):a0+a1x+a2y+a3xy+a4x2+a5y2—|—...

Vaatleme poliinoomi koordinaatidest moodustatud jargmist avaldist:

1
xz Yy
x? xy y?
3 2y 72 3
74 By 22y 2y "

(4.39)

(4.40)

(4.41)

(4.42)

(4.43)

(4.44)

(4.45)

(4.46)

(4.47)

Loplike elementide meetodis nimetatakse avaldist (4.47) Pascali kolmnurgaks (sama

nimetust kasutatakse ka binoomkordajatest moodustatud kolmnurkse tabeli puhul).
Joonisel 4.10 on pohilised elemendi tiiiibid, s6lmpunktide arv, poliinoomis (4.46)

kasutatavad koordinaadid ja funktsioonide integreerimisel kasutatav Gaussi integreeri-

missolmede arv.
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Elemendi

Solmpunk—

Integreerimis—

4 x y 2x2

iy
N

tudp tide arv Poltnoom punktide arv
3 _'.
3 1
X v
1 2
A 6 - " 7
x 2 Xy y2
1 2 3 |
4 3

~

(=2
(4]
-

8 X V
4 8 2 R
X XY Y S 3x3
CENE

3x3

Joonis 4.10. Funktsiooni interpoleerimine tasapinnal

Kahemuutuja funktsiooni v (£, 7) anname jargmisel kujul

n n

v(&m) =X L7 (&) LY (1) vy

i=05=0

kus v;; on funktsiooni véértus sclmpunktis.

25

(4.48)

Solmpunktide koordinaadid &, n on joonisel 4.11. Esitame funktsiooni v (§,n) kuju-

funktsioonide NV; ja solmpunktis |7 | oleva funktsiooni vaartuse v; kaudu

v (&,m) = Nyvy + Navg + N3vs + Nyvy

(4.49)

Kujufunktsioonid N; (€,7) saab vastavate Lagrange’i funktsioonide £\ (¢) ja Eg-n) (n)
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56
g o 0
< | @ e .
I
g n
e
€
=
T
-l
B I ) (1.-1)
,\5 Q ’e)
= De=tay L) =7 (149

Joonis 4.11. Lagrange’i funktsioonid tasapinnal

korrutamisega (joonis 4.11)

Ny (€)= £87(©) £ () = (1 - )1~ ) (1.50)

No(6.m) = £ (€ £ () = (1 +6)(1 —n) (1.51)

Ny (6m) = £ (©) £ () = (1 +6)(1 +n) (1.52)
(4.53)

Na(6.m) = £57 (€ £ () = (1~ €)1 +7)

Téhistades koordinaatide &, n vadrtused solmedes &;, n;, saame avaldised (4.50), (4.51),

(4.52), (4.53) kirjutada lithemalt

Nofen) = J0+EI0+m),  l=12...4) (4.54)

Kujufunktsioon N5 (€,1) on joonisel 4.13.
Kaheksa solmpunktiga nelinurkse elemendi s6lmpunktide koordinaadid on jooni-

sel 4.12. Funktsiooni v (£,n) esitame kujufunktsioonide N; ja solmpunktis oleva

funktsiooni vaartuse v; kaudu
v(€n) =N,  (i=1,2,...,8) (4.55)

kus
Ny (€)= £ €) £ (n) = 366 — Dl — 1) (4.56)
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O Q

(1.1 (6] 1) (11
L

8] (1.0 ¢ 0

(1 (-1.-1) (2] (0.-1) (1.-1)

Q o

Joonis 4.12. Solmpunktide koordinaadid

Ny (6m) = £ (€) £ () = 5(1 - €)1 — )
Ny (6.m) = £5 (€) £ () = 366+ Dl — 1)
Nu(6m) = £ (€ £8 () = S0+ (1 - )
Ny (6,1) = £ (€) £ () = 76(6 + Dy + 1)
Ny (6m) = £ (€ £ () = 5 (1 €) (1 + )
No (6m) = £6(6) £ () = 366~ Dl + 1)

Ne(6.m) = £ ©) £ () = 1~ ) (1~ )

Koordinaatide £, n vadrtuste kaudu solmedes &;, n; saame avaldised (4.56) ...

kirjutada lithemalt

Noem) = 5(1-€)+m),  (=2.0)

27

(4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

(4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.63)

(4.64)

(4.65)
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Joonis 4.15. Kujufunktsioon Ny, 8 Joonis 4.16. Kujufunktsioon Ny, 9
solme solme
1 9 ,

Ni€m) =5(1-n)(1+6),  (i=48) (4.66)

I_(ujufunktsioonid N5 ja N, kaheksa solmpunkti puhul on joonisel 4.14 ja 4.15.
Uheksa solmpunkti puhul on kujufunktsioonid jargmised:

Ni(6,) = €61 +EE)(1+m), (=135 (4.67)
Nem = sm(l- ) tm), (=26 (4.68)
Niem) = 5861 -) 1+, (i=48) (4.69)

No(€m) = 5 (1-€) (1 - ) (4.70)

Kujufunktsioonid Ny ja Ny iiheksa solmpunkti puhul on joonisel 4.16 ja 4.17.
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NO=(1-x"2)*(1-y"2)

0.8
0.6
0.4
0.2

Joonis 4.17. Kujufunktsioon Ny

4.3.2 Hermite’i interpolatsioon tasapinnal

Vaatleme nelinurkset elementi mootmetega 2a, 2b (joonis 4.18). S6lmpunkti siiretest u,

v ja nende tuletistest %Z’ %Z’ g—z, % koostame vektori d

]
du
3

d= 85/ (4.71)

o
9

L 9y

Selle vektori vadrtuse solmpunktis |2 | tdhistame dj-ga. Siirded u, v interpoleerime jarg-
miselt:

d:
u . N1 0 N2 0 N3 0 N4 0 dz (4 72)
(% N 0 N1 0 N2 0 N3 0 N4 d3 '
d4
y, v,n
_ °
B X, g

| 2 |

Joonis 4.18. Hermite’i interpolatsioon tasapinnal
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kus 0 on 2 x 3 nullmaatriks ja alammaatriksi N; (2 x 3)elementideks on Hermite'i
interpolatsiooni funktsioonid

[ M (€) M (&) Mg (©) ]
N 00 10 00 473
FLHS ) H ) HE ) | (473)

[HEY (€)M (€) HE (€]
N 01 11 01 474
2= wD ) MY ) Y () | 4

(M) (6) MY (€) HE (©) ]
N 01 11 01 475
=) 1D ) HD ) (475)

[ Hi () Hig () Hi () ]
N 00 10 00 4.76
Tl o o o | o
4.3.3 Kolmnurga pindalakoordinaadid

Vaatleme tasapinnal x,y kolmnurkset elementi solmpunktidega , , , mille koor-
dinaadid on (x1,v1), (22,y2), (z3,ys3). Selle kolmnurga sees vabalt valitud punkti P
koordinaadid on (x,,y,), (joonis 4.19). Olgu solmpunktidega antud kolmnurga pindala

y

Yp

Joonis 4.19. Kolmnurga pindalakoordinaadid
An. Selle pindala jagame kolmeks pindalaks A;, Ay, A3, millel on iihine tipp P
Ay + Ay + As = A (4.77)
Jagame avaldise (4.77) pindalaga Aa, saame

Lo+ Lo+ Ls=1 (4.78)
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kus kolmnurga pindalakoordinaadid £; on

A Ay Az
o O . (4.79)

Kolmnurga pindalakoordinaatides £; on

e solmpunkt

Ly

Ly =1, Ly =0, L3=0 (4.80)
e solmpunkt

Ly =0, Ly =1, L3=0 (4.81)
e solmpunkt

Ly =0, Ly =0, Ls=1 (4.82)

Kolmnurga pindalad saab arvutada determinantide kaudu

1 1 1 Y1 1 1 l'p yp
Ar==|1 22 w2 |, Ai==11 23 yo
2 2
1 z3 ys I z3 y3
1 1 rr Y 1 1 rr Y
AQ =—|1 Tp Yp |, Ag =—|1 T2 Y2 (483)
2 2
1 23 ys3 1z, vy

Selgitame indeksite 7, 7 ja k tsiiklilist paigutust:
e avaldist (4,7, k = 1,2,3) tuleb lugeda: kui i = 1, siis j =2 ja k=3
e avaldist (4,7, k = 2,3, 1) tuleb lugeda: kui i =2, siis j =3 jak =1
e avaldist (4,7, k = 3,1,2) tuleb lugeda: kui i = 3, slis j =1 ja k=2

Avaldame kolmnurga pindalakoordinaadid L£; vabalt valitud punkti koordinaatide
(%, yp) kaudu

El 1 aq bl C1 1
EQ = ﬁ (05} b2 Co Tp (484)
£3 A az bz c3 Yp

Maatriksi elemendid a;, b; ja ¢; saame indeksite tsiiklilise iimberpaigutusega jargmistest
avaldistest:

ai = TjYk — TkYj, bi = Y;j — Yk
¢ = T — x4, (1,7, =1,2,3; 2,3,1; 3,1,2) (4.85)
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Péordseosed punkti koordinaatide (z,,y,) ja kolmnurga pindalakoordinaatide £; vahel

on
1 1 1 1
Tp = 1 X9 I3
Yp Y1 Y2 Y3

Funktsiooni interpoleerimine kujufunktsioonide (kolmnurga pindalakoordinaatide) abil

v = N1U1 + NQUQ + N3U3 (487)

(4.86)

Ly

kus
Ny = L4, Ny = L, Ny = L3

Kuue solmpunktiga kolmnurkse elemendi (joonis 4.20) kujufunktsioonid on toodud
avaldistega (4.88)

Joonis 4.20. 6 solmpunktiga kolmnurkne element

N1 - (251 - ].) £1, NQ - 4£1£2
N3 = <2£2 - 1) LQ, N4 == 4£2£3
Ns = (2L3—1)Ls,  Ng=4L3Ly (4.88)

Kiimne s6lmpunktiga kolmnurkse elemendi (joonis 4.21) kujufunktsioonid on toodud
avaldistega (4.89)

Ny = ;(351 CNGBL -2 L, N gﬁl.cg (3L — 1)

Ny = 35152 BLr—1), Ny— ; (3L — 1) (3Ls — 2) L

Ny = 25253 (8Lo—1),  Ny— 2@.@, (3L5 — 1)

Ny = ;(353 1) (3Ls—2) Ls  Ne— ‘Zzgzl (3L5 — 1)

Ny = SLLBLi—1),  Ni=20LiLaL (4.89)
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o

(3]

Joonis 4.21. 10 solmpunktiga kolmnurkne element

4.4 Interpoleerimine ruumis

4.4.1 Lagrange’i interpolatsioon ruumis

Léhendame funktsiooni v (x,y, z) poliinoomiga P" (z,y, z)

U(l’,y72) :P”(x7y,z) =ap + a1 + axy + azz +
+agry + asrz + agyz + . . . (4.90)

Vaatleme kaheksa solmpunktiga elementi (joonis 4.22). Olgu ristkiiliku kiilgede pikku-

(=1,-11) (7] (-1,1,1)
Q

(1-1,1)

2¢c
AN
s

(1-1,-1) (1,1.-1)
| 2 |
I 1

Joonis 4.22. Lagrange’i interpolatsioon ruumis

sed 2a, 2b, 2c. Votame kasutusele modduta koordinaadid &, n, ¢

§== m=5, (=° (4.91)

a’ c
Kujufunktsiooni N; saame Lagrange’ interpolatsioonifunktsioonide £§1) korrutisena

N; (€,1,0) = £ () £ () £V (<) (4.92)
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ehk

No€mQ) = S0+ On+m1+0, (=129 (4.95)

4.4.2 Ruumalakoordinaadid

Analoogiliselt kolmnurga pindalakoordinaatidega, votame kasutusele ruumalakoordi-
naadid £;. Vaatleme tetraeedrit (joonis 4.23). Selle tippude koordinaadid (z1,y1, 21),
(22, Y2, 22), (T3,Ys,23), (T4, Ys, z4) valime interpolatsioonisdlmedeks.

Joonis 4.23. Ruumalakoordinaadid

Tetraeedri sees vabalt valitud punkti P koordinaadid (z,,y,, z,) avalduvad ruum-
alakoordinaatide £; kaudu jargmiselt:

1 1 1 1 1 Ly
Tp | _ | @1 @2 w3 x4 Lo (4.94)
Yp Y Y2 Y3 Ya L '
Zp Z1 R9 R3 Z4 »C4

Avaldame ruumalakoordinaadid £; vabalt valitud punkti koordinaatide (z,, yp, y,) kau-
du

‘Cl aq bl C1 d1 1
£2 1 a9 bg Cy dg Ty
- 4.95
L3 2VA | a3 b3 c3 ds Yp ( )
L3 as by ¢4 dy Zp
kus tetraeedri ruumala VA arvutame determinandi abil
I z1 1 =
1 1 T2 Yz 29
Va = = 4.96
2T6 1 w3 oys o2 (4.96)
I x4 ys 2

Maatriksi elemendid a;, b;, ¢;, ja d; saab indeksite tsiiklilise imberpaigutusega jargmis-
test avaldistest:

T Y % Ly oz
; = | Tk Yr Rk |, bi=—|1 y 2
oy A Ly &
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l‘j 1 Zj
G =z 1 2z
X 1 2l
(4,5, k, 1 =1,2,3,4; 2,3,4,1;

)

di:

3,4, 1,2

Tj Yj

Ty Yk
Ty Y
4,1,2,3

1
1
1
)

65

(4.97)
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Peatiikk 5

Numbriline integreerimine

5.1 Sissejuhatavad méirkused ja mairangud

Vaatleme méédratud integraali ligikaudse vaartuse leidmist funktsioonist f (z)

/abw(x)f(qz) de = Ay f (1) + Aof (x2) + ... + Anf (z,) + E(f (x)) (5.1)

siin

e 1) — integreerimispunktid (s6lmed)

e Aj — integreerimiskordajad (kaalud)

e E(f(z)) — aproksimatsiooniviga

e w (z) — kaalufunktsioon

Maééaratud integraali ligikaudse védartuse leidmiseks kasutatakse

e Newtoni-Cotes’i valemit

e Gaussi valemit

e Rombergi valemit

Funktsiooni kirjeldamiseks kasutame Lagrange’i interpolatsiooni (4.8)

v(z) = L5 (@) vo + L (@) v + L5 (2)va + .+ LD (2) v, +
+E [v; 2] (5.2)
siin on F [v; z] aproksimatsiooniviga.
Korrutame avaldise (5.2) kaalufunktsiooniga w () ja integreerime iile piirkonna [a, b]

/abw(m)v(x)da: = /bw(x)ﬁl(") (x)vider/abw(x)E[v;x] dz

(i=0,1,2,...,n) (5.3)

67
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Vordleme saadud tulemust (5.3) avaldisega (5.1), saame
b
A,-:/ w@) L (@) de . (i=0,1,2,...,n) (5.4)
ja
b
E(f (@) = [ w(z) E[v;0] da (5.5)
Jérgnevalt vaatleme ortogonaalseid poliinoome P™ (z) 16igul [a,b]. Léigul |a,b]

kaalufunktsiooniga w (z) on ortogonaalsed polinoomid ihe muutuja polimoomide jada
{P™Y} | milles iga P™ on tdpselt n-astme poliinoom, ja n # m korral

/ " (2) P (2) PO (2) d = 0 (5.6)

Legendre’i, Tsebosovi, Jacobi, Hermite’i, Laguerre’i poliinoomide puhul on kaalufunkt-
sioonid toodud tabelis.

Tabel 5.1. Ortogonaalsete poliinoomide kaalufunktsioonid

Intervall Kaalufunktsioon Poliinoom
w ()
[—1,+1] 1 Legendre’i
1
(-1, +1] (1—2a2)"2 Tsebosovi I-liiki
1
[—1,+1] (1—2a2)"2 Tsebosovi 11-liiki
[—1,+1] (1—22)%(1 + 22)” Jacobi
a>-1, [f<-1
[—00, +00] e Hermite’i
[0, +00] e” Laguerre’i
Ortogonaalse poliinoomi sélmede g, x1, x9, ..., x; kaudu saab poliinoomi esitada
jargmisel kujul:
P () = (z — 20)™ (x — 21)™ (z — 22)™ ... (x — )™ (5.7)
kus mg, my, mo, ..., m; on reaalsed ja erinevad ning
mo+mi+mo+...+m=n (5.8)

Legendre’i poliinoomid
Kasutame Legendre’i poliinoomide saamiseks Rodriguesi valemit

1 dr
pn) -~ 7
2nn! dzm

(z2—1)" 80 (5.9)
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Esitame moned Legendre’i poliinoomid P™ ja ()

P() = 1, lQ - 1

P = x, L, = x

P, = $ (322 1), ly = 5 (322 —1) (5.10)
Py = : (52® — 3x), ls = £ (52® — 3x) '

Py = $(3ba* —302%+3), i = 5 (352 — 3027 +3)

Py = £(632° —702° + 152), Is; = g (632° — 702 + 152)

Normeeritud Legendre’i politnoomid I on joonisel 5.1.

1

05 L

-1 -0.5 0 0.5 1

Joonis 5.1. Legendre’i poliinoomid

Legendre’i poliinoomid (™ saab esitada kujul

S
(o) = ;(553—35):5(5— g) (£+ ?) (5.11)

Legendre’i poliinoomi 1 g5lmed — %, + %,

poliinoomi {®) s6lmed 0, —\/g, —i-\/%.
Legendre’i poliinoomide I sélmed on tabuleeritud ja toodud kisiraamatutes.

ly (f) =

Wl

5.2 Newtoni-Cotes’i valemid

Vaatleme funktsiooni v (x) 16igul [a,b] (joonis 5.2). Olgu teada funktsiooni védrtu-
sed 16igu alguses vy, keskel vy ja 16pus vs ning kaalufunktsioon w (z) = 1. Kasutame
modduta koordinaate

(=2 do= ;Ldf (5.12)
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v(Xx)

v(X)

v(X) v(x)

X, & X, &
E=-1 ‘ E=1 EJ: -1 E_,= 1
L | w7 L L5 L3 I
Joonis 5.2. Simpsoni valem Joonis 5.3. Simpsoni g valem
Funktsiooni v, interpoleerime Lagrange’i kujufunktsioonidega kolmes s6lmes
b 1 +1 1 +1
/ v(x)da::§L/1 v(ﬁ)d§:§L/ (N1v1 + Novg + Nivz) dé =
- [ £ —&)u +
+ (1 —¢ ) vy + 5 (f + 5) Us] d§ = [Ul + 4vy + v3] (5.13)

Valemit (5.13) nimetatakse Simpsoni valemiks.
Olgu teada funktsiooni véartused 1oigu alguses vy, iihel kolmandikul v, teisel kol-
mandikul v ja 16pus vy (joonis 5.3). Interpoleerime funktsiooni v, Lagrange’i kuju-

funktsioonidega neljas sdlmes
b 1 +1
/ v(x)de = fL/ v
a 2 —1
+1

1
= §L . (N1U1 + NQUQ + N3U3 + N4U4) d§ =

L
=3 [v1 + 3va + 3vs + 4] (5.14)

Valemit (5.14) nimetatakse Simpsoni 3 valemiks.

5.3 Gaussi valemid
Lahendame funktsiooni v () jargmiselt:

v(€) = LM (©)vo+ LY (&) m (5.15)

kus interpolatsioonipoliinoomi El(n) (&) interpolatsioonisélmedeks voetakse Legendre’i
poliinoomi sélmed (joonis 5.4)

£—1/3 11
Eél)(f) = —\/EL/%/EQQf
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E+4ys 1 1
V() = =5t ot (5.16)
NERRVE 2,/1
Integraal funktsioonist v (z) on
v(x) v(x)
v(X)
_‘1&;_1/; ol S 1‘ ‘.g:_@ f QZWE‘
Joonis 5.4. Gaussi kaks solme Joonis 5.5. Gaussi kolm solme
b :} +1 :} 2
v (x)dz L v(f) d¢ 2L X Ly’ (&) vod€ +
1 1
ol ni 3D an ()] o
kus
+1 +1 (1 1
A0 = [ e (©de= | (2— 15)d§=
—1 -1 2 3
A = [Tewievae= [T e L) ae =1 5.18
1 ) 1 (5) 5 . 2 + 2\/T£ 5 ( . )
3
(5.19)

AO + Al = 2
5) on funktsiooni ldhendus

Kolme Gaussi integreerimissélme puhul (joonis
v(€) = L8 (v + L (&) v1 + L5 (€) vs (5.20)
(€0 (- y3)
£y () = - — 5 (5 )
(-VE-0) (-v3-v3) \[
-3 s 3
E?) (5) ( 2) ( __° §2_,
ooy )
(5.21)

e
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Integraal funktsioonist v (z) on

/abv () dv = ;L/+ (€) de = ;L/: LY (€) vode +

1 +1 1 +1
w3 [ LD @uidg+ L [ LD (€ vads =

AoUO (—\/g) + A1U1 (0) + AQUQ ( i)] (522)

Aoz/:lﬁff)(g)dgz Z( fg)dg_ — 0.5555...

5
9
A = /+1 £P (&) de = /_1 D (g _ 5) ds — S — 0.8888...

1
=-L
2

kus

. 3
+1 +15 3 5
Ay — Lé”(g)dg:/ 2 ler 4 /2 ) de = 2 = 0.5555
_ -1 6 5 9
5 8 5
Ap+ A+ Ag =24 o42 =9 2
0o+ Ap + A3 9+9+9 (5.23)

5.3.1 Gaussi valemid tasapinnal

Funktsiooni v (£, 7n) integraal

= :1 lZ A (&,n)] dn = L tl [Z} g (77)] dn =
:ZZ AiAjg (n;) =
=22 AiAj (&) (5.24)

siin
v (&,n;) — funktsiooni véértused Gaussi solmedes,
A; ja A; — kordajad (kaalud) Gaussi solmedes vastavalt & ning 7 suunas.

5.4 Valemid L;-koordinaatides

Kolmnurga pindalakoordinaatidele ja ruumalakoordinaatidele lisame veel joone L;-
koordinaadid (joonis 5.6).
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L, , L,
| ‘ |
i P 2 xwe-{
X19§=0 Xp XZ’F::l
| L |

Joonis 5.6. L-koordinaat

Li+Ly=1

Tp = £1£U1 + £2$2

1] [1 1]]xc
Tp I T Lo
Seose (5.26) poordseos on

El . 1 i) -1 1
£2 o To — X1 —X1 1 .pr

L;-koordinaadid on iiksteisest séltuvad

ehk maatrikskujul

[,2:1—[,1, diL':Ldf

Tahistame L£;-koordinaadi astme m jargmiselt £]".
Integraal £;~koordinaatide korrutisest

+1 +1
/ LrLide = / L0 (1 — L) LdE =
-1 -1
I'(m+1)I'(n+1)
I'(m+n+2)

+1
L/ Lr(1—Lr)de =1L
1

kus
Tm+1)=m!, T(m+n+2)=(m+n+1), 0=1

Kirjutame avaldise (5.29) jargmisel kujul:

+1 Lm/!n!
LTLYdr = —————
[1 L (O O
Kolmnurga pindalakoordinaadid
Integraal korrutisest
2Ak!m!In!

/A (L0)" (£2)" (£)" dA = (k+m+n+2)

73

(5.25)

(5.26)

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)
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siin on A kolmnurga pindala. Kuna £ + £ + £3 = 1, siis

; i1
/A(LH) (L2)" dA = 2Am

Ruumalakoordinaadid
Integraal korrutisest

B 6V E!l!'m!n!
 (k+l4+m+n+3)!

[ e () (£2)" (£5)" av

siin on V' tetraeedri ruumala. Kuna £, + L5 + L3+ L4 = 1, siis

iljk!
(i +j + k! +3)!

/V (L1) (La) (Lo dV = 6V

5.5 (Gaussi-Radau skeem

(5.33)

(5.34)

(5.35)

Kolmnurgas kasutatakse Gaussi sdlmede asukohtade médramiseks ja ka rajaclementide

meetodis singulaarsete integraalide arvutamiseks Gaussi-Radau skeemi.

Téhistame koordinaadid z;, x9, z3 (x,y,2) (joonis 5.7). Vaatleme bilineaarset tei-

sendust

z; = RPzW + RPLD 4 rPL® (1 =1,2,3)
kus

R =(1-0), RY=(1-0), RY =010

Jargnevalt vaatleme punktide P; teisendamist punktideks P

Py (2t ), 2) Pf (01=10,0, = 0)
Py (2,29 2P) P; (01 = 1,00 = 0)
Py (2,28, 2) Pi(or=1,00=1)

Pi(o1=0,00=1)

Punkt P; teisendub l6iguks P; P ning loigud vastavateks 16ikudeks

Py = P;P;
PP, — PiPy
PPy = P5P;
P3Py - Py Py

Koordinaatide alguspunkti saab viia elemendi keskele teisendusega

Ty, (=12

Qz’zz

(5.36)

(5.37)

(5.38)

(5.39)

(5.40)
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p
e [
X3 3)  (3). (3 4 B*
B O : 3
1
— ! N1
- ' o
1
O |
f RO (R PPy
R (x{)xgxg)
X9

Joonis 5.7. Kolmnurga teisendus

X3

=0

Xq
Joonis 5.8. Tetraeedri teisendus

Tetraeedri (joonis 5.8) teisendus risttahukaks toimub jargmise avaldisega:

z; = RPzM + RP2P 4 RP2P L P (1=1,2,3,4) (5.41)

)

kus

Rgg) = (1-01), Rgg) =01 (1 — 02)
R:(ag) = 0102(1—03), Rf)) = 010203 (5.42)

Punkt P; ja loik P, P, ning kiiljed teisenduvad vastavalt

Py —  P/P{PRP;
PP — Py PP P;

PPP; = PiPPP; (5.43)

PPP, = PiPPiP; '

PPP = PIPPiP;

RPP, =  PiPiPiP;

Integreerimine pinnal
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Vaatleme muutujate teisendust integraalis

) dA = ) dA" 5.44
JCoaa= [ . (5.44)
Kirjeldame punkti asukohta raadiusvektoriga 7 (joonis 5.9)

r = 1,61 + 1265 + 1363 (5.45)

Pinnal on koordinaatideks Radau parameetrid o, ja 0. Vottes tuletised raadiusvektorist
r, saame pinna puutuja vektorid 83—;1 ja a%» mille projektsioonid koordinaattelgedele on

8?‘ a.’L‘l 5 6.T2 - (9.1'3 .
= e + ez + €3

dor 0o do do

817 8x1 5 6@ 5 8563 5
= + e + e 5.46
002 002 ! 002 2 002 3 ( )

X3
83 r
Xg
€2
€4
Xq
Joonis 5.9. Integreerimine pinnal
Puutujate vektorkorrutis
. . €1 € €
or % R
a9, T a. | 0o 0o do -
dor  Ooa | bz, 0my Oy
002  Op2 0oz
Ozy  Ozs Ozz  Oz1 Oz1 Oz
9o do o do do 37 do do 3
iazé 025 el+‘amé 07, |€2+| b5y om |€3 (5.47)
0o2  0p2 Op2  0Op2 Op2  Op2
Pindala element dA on
dA =ndA (5.48)

kus

dA =V AA = Jadoydos (5.49)
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Jakobiaan J4 on jargmine avaldis:

Jo_ J (am dus Oy 8x3>2 . (axg dw, O 3x1>2+

001 002 a 002 01 001 002 a 002 001

Oy Dy Owy Oy
+< T1 0X9 . X x2> (550)
do1 o2 Doz D01
Koordinaatide z; tuletised parameetrite p; jérgi
Ox; _ (33(2) B x(l)) + 0 (xgg) B 3:(-2)) NN 02$(32)
agl 7 (2 (2 (2 (2 7
Ozi  _ @ _ @) _ 62
90, = 01 (% xz; )- 01T,
(1=1,2,3) (5.51)
Jakobiaan J4 on
Ja = 201An (5.52)
kus Aa on kolmnurga pindala.
Uleminek koordinaatidele n;
1 1
Ja = 2 (m—+1) 2=3 (m2+1) (5.53)
Pindala elemendiks dA saame
dA = JAdQldQQ = JAJgdnldT]Q (554)
kus
91 Sz L] 1
n=| g @|-|5 % (5.59
o om 2 4

Integreerimine ruumis

Vaatleme integraalis (5.56) muutujate teisendust

. )dV = L) dv”? 5.56
Jeaav= . (5.56)
Elementaarruumala dV avaldub jakobiaani J, kaudu jéargmiselt:

kus jakobiaan J, kirjutatakse jargmise determinandina:

Oz Oz Oz
0o1  QOo2  Jos
_ | 0z2 Oz2 Ozo
Sy = do1 0oz  Ops (558)
Ozz Ozz Oz3
01 0Op2  0Op3
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Koordinaatide z; tuletised parameetrite p; jérgi

8@»
%5 (af? )4 0 o — )+ s (o — 519
1
_ x§21)+Q2x§32)+Q2Q3$§43)
Oz 3 @ @ (3
= 02 + 0, 02*
Oz @ ®
= 0102\%;  — =
D03 1 2( )
(43)
= 01027,
(i=1,2,3)

Jakobiaani .J, saame niiiid avaldada jargmiselt:
Juy = 60702V

kus V on tetraeedri ruumala.

5.6 Kolmnurkse elemendi kaalud

Kolmnurkse elemendi integraali arvutame avaldisega

/AU (x,y) dA = Ai’l)i (El, £2, £3)

(5.59)

(5.60)

(5.61)

Joonisel 5.10 on nédidatud kolmnurkse elemendi sélmed. Tabelis anname integreeri-

missolmede koordinaadid ja kaalud.
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A=0.10995

A=0.22338

N=4 N=5 N=5

Joonis 5.10. Kolmnurkse elemendi kaalud

Tabel 5.2. Integreerimissolmede koordinaadid ja kaalud

Skeem Kaal Solmede Koordinaadid

A; arv

1 2 3 4

a) % 3 £1:%, ﬁgzﬁgzé

b) -2 1 Li=Ly=Ls=1
3 Lo=3 Lo=Ly=1

c) L, =0.659 027 622 374 0922
% 6 Lo=10.109 039 009 072 9772

L3=0.231 933 368 553 0306
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imises

5.7 Naiiteid numbrilisest integreer

Naéide 5.1 Taandada joonisel 5.11 ndidatud tala elemendile mojuv tihtlaselt jaotatud laus-

koormus solmedesse.

Votame kasutusele mooduta koordinaadi & (d§ = Ld§). Virtuaalsiirete printsiip tala ele-

mendi jaoks

(5.62)

/OL q (z) dwdx

= [My&/?y + Q0w ‘g

L
/ M, 50, dz
0

Avaldise (5.62) viimane liige viljendab vilisjou voimalikku téod. Lihendame siirdeid Hermi-
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dz

0

|I| X4 ,&=0 Xy ,E_,=1||E
| L

Joonis 5.11. Koormuse taandamine solmedesse
te’i interpolatsiooniga

L L
/ q(z) dwdr = / q (N16wy + Nodw) + N3dws + Nydws) dz (5.63)
0 0

Kujufunktsioonide N; integraalid

/LNl(a:)d:c = 1(1—3§2+2§3)Ld§—£
0L 01 2

/0 Ny (z)dx = /0 Lg(1 Ldf = 52
L

No(@yde = [ (352—253) Ldg = ¢

Ny(2)de — /OlL(£3 52)Ld5_—f§ (5.64)

Saadud avldised (5.6/) iihtivad varem saadutega. Esitame vilisjoudude véimaliku t66 maat-
rikskujul

(5.65)

R

L
/ q (x) dwdr = [ dwy dw) dwy dwh
0
Rajajoudude vormalik t60 maatrikskujul

[Mydipy + Q-0w] |§ = | dwr dwi dwy dwh (5.66)

siin gy = —w; ja My = —EIw].
Awaldises (5.66) on arvestatud II mdirgikokkulepet. Rajatingimused erinevate mdrgikokku-
lepete puhul:

o [ mdrgikokkulepe

My, + Q0w & = Myadipys — My1dpy1 + Quadws — Qu16un (5.67)
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o I margikokkulepe

(M0, + Q.0w] b = Myadpys + My16py1 + Qua0wz 4+ Qu10wy (5.68)

Sisejoudude voimaliku t66 avaldis on

L L
/ Myopydx :/ w" ETw” dx (5.69)
0 0
siin ¢y = —w". Siirde w esitame kujufunktsioonide abil
w (CL‘) = Niwqy + Ng’wll + N3wy + leé (5.70)

Siirde teine tuletis w” ja selle variatsioon dw”

2N 2N. 2N. 2N
w//:d 1($)w1+d 2($)w/_|_d 3(1’) d l(x)w/

5.71
dx? dax? ! dz? dx? 2 (5:71)
d*Ny (z) d*Ny (z) d*Ns (z) d*Ny (z)
" / /
dw’ = 722 dwy + 72 dwy + 772 dwy + 72 dwy (5.72)
Lihme tile mooduta koordinaatidele § = 7, kus tuletised & jirgi on
d... dd 1d... ... 1d*...
_dde_ld... _ (5.73)
dx dédx 1 d¢ da? 12 dg?
Votame Hermite’i kujufunktsioonidest (5.64) tuletised, saame
w1
" 1 w)
W= [ (=6+12¢) 1(=4+6¢) (6-12¢) 1(~2+69) | - (5.74)
wy
Voimalikud teised tuletised dw” esitame jiargmisel kujul:
(—6 +12¢)
1 [(—4+6¢)
n__ * / /
W= { wp W] w2 wh } (6 — 12¢) (5.75)
1(—2+6¢)
Avaldise (5.69) integreerimisel kasutame Simpsoni valemit
! l
/O w'EISw"dr = (W BISw" |y + 4w EISw" | _o 5 + v EIow" |, ) =
—6
I1 —41
:6l—4[w1 wh we w’g} 6 [—6 —416—21}—1—
—21
0 6 w1
4a| [0 =1 o 1]+ 2t [6 20 —6 4] w0y (5.76)
0 —6 w2 '

l 41 wh
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Sisejoudude voimaliku t66 avaldise (5.70) esitame jargmisel kujul:

l l
/ Myé1pyde = / Sw" ETw" dx =
0 0

12 6/ —12 6l wy

:{wl o we }EJ 61 41> —61 21? w]
1 2 212 -6l 12 —6l wy

60 2% —61 4I? wh

Awvaldisest (5.77) saab jaikusmaatriksi K

12 60 —-12 6l

EI| 61 4> —61 27
TOB | 12 -6l 12 —6l
6l 202 —6 417

Sisejoudude véimaliku t66 avaldise esitame jaikusmaatriksi K abil

l
/ M5ty da = |5d" | [K] [d]
0
Virtuaalsiirete printsiip varda elemendi jaoks on

[6d"] (K] [d] = [d" ] [F] + [sd" | [Fy]

83

(5.77)

(5.78)

(5.79)

(5.80)

kus solmpunktis on sisejoud F ja siirded d ning elemendile mojuv koormus solmpunktis Fq

Qzl w1 N1
M, w) No
Fl=| % |, d=1| 11, N] =
F1=| " =1 N =]
Myg wé N4

Jaikusmaatriks K
l
K] = / B”| EI[B]da
0

sitn

2 T 2 T 2 T 2 T
B[ L3 £ fun sy |

Solmpunktide siirete kaudu arvutame paindemomendi M,
My = Elyy, = EI [B][d] = [S][d]
kus
[S] = [D][B]
[D] = EI

(5.81)

(5.82)
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Peatiikk 6

Isoparameetriline element

6.1 Koordinaatide teisendus

Vaatleme elementi, mille solmpunktide || koordinaadid on z¢, % ja siirded u¢, u (joo-
nis 6.1)

€T; = lelle —|—N2$Zl —}——{—Ng[[’s

i

z; = Nyak, (i=12k=12,...,8 (6.1)

u; = Niul + Njul 4 ... + Njub
u; = Njul, (i=1,21=1,2,...,8) (6.2)

Soltuvalt solmpunktide arvust k koordinaatide interpoleerimisel ja solmpunktide arvust

2
%
e
—_ e’ 1
— [t

Joonis 6.1. Isoparameetriline teisendus
[ siirete interpoleerimisel liigitame elemendid jargmiselt:
e [ = k — isoparameetrilised
e [ > k — subparameetrilised

e [ < k — superparameetrilised

85
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Kui tahistame koordinaadid 1 = = ja 9 = y ning & = &, & = 1, siis

ry = I:x(£7n)
= y=y(n) (6.3)

Koordinaatide diferentsiaalid dz ja dy soltuvalt £, on

0 0
gdr = aaz:d&Jré’;aidn
. 0 .0
éydy = elaggd§+e2azdn (6.4)

Elementaarpindala teisendub jargmiselt:

€6 & e
erdx X exydy = ézdxdy = %df %dn 0 |=
a—gdﬁ a—zdn 0

Oz Oz
=&| o o |d€d77=€§|J| dédn (6.5)
og  on
kus (1] # 0)
Oz Oz
gl=det| & 5 69
o€ on
ning
dA = [J| d&dn (6.7)
Kujufunktsioonide N; tuletised koordinaatide &, n jargi
[ﬁ]ZU!la@vﬁ] (6.8)
on oy
Poordseosed
ON; ON;
[ ﬁz]—lflwé’i] (69)
Oy on
siin
. 1 9y Oz
=1 l 8 or ] (6.10)
I [ -5 %
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6.2 Konstantse tuletise kriteerium

Isoparameetrilised elemendid peavad rahuldama jargmist konstantse tuletise kriteeriumi
(6.14). Olgu siirded kirjeldatud jargmise poliinoomiga

v(z,y) =ap+ax+ay+...=Nv, (i=1,2,...,n) (6.11)
ning koordinaadid poliinoomiga

T = Qg+ a1x] + qoxo + ...
Y=ot ayr +@yat ... (6.12)

Asetades avaldise (6.12) avaldisse (6.11), saame

Ni*UZ' = (Oé() + a1 + a2Yq + .. ) N{k +
+ (o + a1y + agys +...) Ny +

R +
+ (o + a1z + oy, +...) NI +
P +
+ (g + Ty + 2y + ... ) N, (6.13)

Vorreldes saadud avaldist esialgse avaldisega (6.11), saame jargmise konstantse tuletise
kriteeriumi

n n
>N, =a  — Y N'=1
i=1 i=1
a1z N = aqx — Nz, ==
* *
a2yiN; = oy - Niyi=y

(i=1,2,....n) (6.14)

6.3 Elementide kujutised ja originaalid

Toome néiteks isoparameetriliste elementide kujutisi ja originaale.
Nelinurkse elemendi kujutis ja originaal
Koordinaatide teisendus

z; = Ny (&1, &)z + Na (&1, &) 2] + N3 (&1, 6) ) + Ny (61, &) x} (6.15)

Koordinaadid on joonisel 6.2.
12 s6lmpunktiga elemendi kujutis ja originaal
Koordinaatide teisendus

x; = Ni (&,8&)2F | (k=1,2,...,12) (6.16)

Koordinaadid on joonisel 6.3.
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a) b)
P
@ ©
&4
Joonis 6.2. Nelinurkse elemendi kujutis ja originaal
b
a) £, )
(9]
‘
6] £
_ 1

Joonis 6.3. 12 solmpunktiga elemendi kujutis ja originaal

Kolmnurkse elemendi kujutis ja originaal
Koordinaatide teisendus

x; = Ny (L1, Lo, L3) xF (k=1,2,...,6) (6.17)

Koordinaadid on joonisel 6.4.

a) b)

Joonis 6.4. Kolmnurkse elemendi kujutis ja originaal

Risttahukalise elemendi kujutis ja originaal
Koordinaatide teisendus

x; = Ny (517527&’»)1:? ) (k: 1727"'72()) (618)
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a) b)

X4

Joonis 6.5. Risttahukalise elemendi kujutis ja originaal

Koordinaadid on joonisel 6.5.
Tetraeedrilise elemendi kujutis ja originaal
Koordinaatide teisendus

zi= Ny (L1, Lo, L3, Lo) 2 (k=1,2,...,10) (6.19)
Koordinaadid on joonisel 6.6.

a)

X4

Joonis 6.6. Tetraeedrilise elemendi kujutis ja originaal
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Peatiikk 7

Elastsusteooria tasandiilesanne

7.1 Siirded ja deformatsioonid

Olgu siirded tasapinnal x — y u (z,y) ja u (z,y). Solmpunkti |7 | siirdeid d; ja elemendi
solmpunktide siirdeid d kirjeldame vektoritega

dy
=] =) )
d;

=] 4 | - 72
kus
[N]_{Nl 0 N, 0 N, o] 73)
0 N1 . 0 N2 Loeee 0 ]\/vZ

Deformatsioone kirjeldame joondeformatsioonide ¢, €, ja nihkedeformatsioonide v,, =

a+ [ (joonis 7.1) abil
ou
€x 9
)L
Vay oy T s

kus

91
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x,u
Joonis 7.1. Siirded ja deformatsioonid
o0 e B
Bl=| 0o &% i 0 &= 0 % (7.6)
ON1 9Ny ON2 0Ny ON; ON;
dy oz dy oz Jy oz
7.2 Deformatsiooni pidevuse tingimus
Siirete diferentsiaalid du, dv
ou ou
du = —dr+ —d
U o7 T+ oy Y
ov ov
dv = —dx+ —d 7.7
Liidame ja lahutame 12Y esimesele vérrandile (7.7) ning %g—z teisele vorrandile (7.7),
saame
ou 1 (0u Ov 1 (O0u Ov
du = —d =+ = —|=——-=]|d
“ oz’ [2 <8y + 8:}6) + 2 <8y Qxﬂ 4
1 [O0v Ou 1 [O0v Ou v
dv = |=|—+— = —=]|de+ —d 7.8
! [2<ax+8y>+2<8x 6y>] x—l—@yy (78)
Kasutame téhistusi €,,, w, = 3 (o — 3) (joonis 7.2)
1 1 (0u n v
oy = ST =9\ oy o
1 (0u Ov
y = = |=——=— 7.9
“ 2 <8y 8:13) (7.9)
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y.v

> >
Q|
+

T
!

X,u
P |
Joonis 7.2. Jdiga keha poore
integreerime avaldist (7.8) punktist Py punktini P,
P P
du = / €xdx + |65y — w,] dy
Py Py
P P
dv = / €2y + W] dx + €,dy (7.10)
Po P
Téisdiferentsiaal, kui ta ei soltu integreerimistee kujust
Py
Pdx + Qdy (7.11)

Po
peab rahuldama jargmist tingimust:

oP  0Q

Rakendame tingimust (7.12) vorranditele (7.10) ning diferentseerime esimest vorrandit

a%—iga ja teist vorrandit a%—iga

0 _Oley-w) 0

oy Ox ’ oy

Oey 0 (€gy +ws) 0

Yoy - 7.13

Ox oy ’ | Ox (7.13)
Liites vorrandid (7.13), saame deformatsiooni pidevuse tingimuse

0%e, e,  0?
9 fav _ C° ‘v (7.14)

oxdy  Oy? + 0x?
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7.3 Pinged kaldpinnal

Vaatleme koordinaatide x, y (joonist 7.3) alguses oleva elemendi tasakaalu. Selleks kor-
rutame pingevektorid p; vastava pindalaga A;

Joonis 7.3. Pingevektorid Joonis 7.4. Pinged kaldpinnal

DnAn = P1Ay + paAs (7.15)

Pindalad A;, A, avaldame pinnanormaali 77 projektsioonide nq, no z- ja y-telgedele ning
kaldpinna A,, kaudu

Al = An COS (ﬁ, _’1) = Annl
Ay = A, cos (7, éy) = Ayng (7.16)

Asetades saadud avaldised (7.16) avaldisse (7.15) ja taandades A,-iga, saame
Pn = D101 + Pana (7.17)

Avaldame pi, p> ja p,, nende projektsioonide kaudu (joonis 7.4)

ﬁl = ngl + Txng
52 = 7_y:L‘gl + Uy€2
P = Xé1+Yer (7.18)

Asetame vorrandisse (7.17) seosed (7.18), saame

X o Oy Tym n
MRt &
Vektori 7 projektsioonid ny, ns iildkoordinaatides avalduvad projektsioonide nj, n} ko-
halikes koordinaatides kaudu (3.13)

- (o ) ]

*
N cosf3 cosa ny
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ehk
0] = (77 ] (7.21)

siin teisendusmaatriks [T on

cosa —cosf3
7] = [ cos 3  cosa ] (7.22)

Pingevektori p,, projektsioonid nj, n} kohalikes koordinaatides avalduvad projektsioo-
nide X1, Y5 iildkoordinaatides kaudu (3.12)

X | | cosa cosf X1
Yo | | —cosB cosa Y,
B cosa  cosf3 O Tya ny
| —cos3 cosa Tey Oy No

_ [ cos cosﬁ] o, Ty$‘| [COSO‘ _Cosﬁl [n”{] (7.23)

—cosf cosa || Tuy Oy cos3  cosa n
ehk
EiRERIE ras
2| Tey Oy Ny |
kus
|- e r25

7.4 Tasakaaluvorrandid

Vaatleme elemendi (joonis 7.5) tasakaalu. Elemendi korgus on h ja laius b. Koostame
tasakaaluvorrandid x— ja y—teljele

oMh—o®h+72b—70b+ Xbh = 0
oPb— oMb+ 1Dh — 79h + Ybh 0 (7.26)
Jagame vorrandid (7.26) pindalaga bh, saame
(1) _ ;) (2) _ (&)
X =0
I
(1) _ 73 2) _ 54
Toy — Tay + Ty~ +Y =0 (7.27)
b h
Piirprotsessis limy, g ja lim, o saame tasakaaluvorrandid
Oo,  OTyy
X =0
ox + dy +
0Ty O
T, Ty = (7.28)
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y
Tcém
@
Tyx
Y
1 1
c® ‘ x Twf of
e
<
3
T
@
Tyx X
4
l0§,)
b

Joonis 7.5. Elemendi tasakaal

7.5 Elastsusseosed. Elastsuskonstandid
Tasandiilesanne (joonist 7.6) jaguneb jargmiselt:
e tasandpingus o0, =0, €, #0

e tasanddeformatsioon o, # 0, €, =0

Joonis 7.6. Tasandiilesanded

Omaduste poolest (joonis 7.7) on materjalid
e homogeensed
e mittehomogeensed
ning omaduste suunast soltuvalt
e isotroopsed

e anisotroopsed
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a) Homogeenne, isotroopne b) Homogeenne, anisotroopne

5

c) Homogeenne, ortotroopne d) Mittehomogeenne

@ @

Joonis 7.7. Materjalide omadused

e ortotroopsed

Edaspidi vaatleme homogeenseid ja isotroopseid materjale, s.t materjali omadused on
koigis punktides ja koigis suundades iihesugused. Elastsusseosed

o] = [D][d] (7.29)
kus pingete vektor [o] ja deformatsioonide vektor ]
O €z
ol=1 oy |, =1 & (7.30)
Try Yy

Elastsusmaatriks (elastsuskonstantide maatriks) soltub sellest, kas vaatleme tasandpin-
gust voi tasanddeformatsiooni.
Tasandpingus (homogeenne, isotroopne)

0
D] = v 1 0 (7.31)

Elastsusmaatriksi voib lahutada kahe kolmnurkse maatriksi korrutiseks (Cholesky la-
hutus)

D] = [C"][C] (7.32)

kus

1 0
[C] = Y lo vieZ® o0 (7.33)
0
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Tasanddeformatsioon (homogeenne, isotroopne)

(1—v)(1-2v) 16”

1~ 0
D= 2=V { 10 ] (7.34)
0

Elastsusmaatriksi voib lahutada kahe kolmnurkse maatriksi korrutiseks (Cholesky la-
hutus)

D] = [C"][C] (7.35)
kus
E(1-v) = !
o= {wtietm|0 B L, 2

7.6 Deformatsioonienergia

Elemendi deformatsioonienergia avaldise AU viljakirjutamiseks vaatleme joonist 7.8.

y
(Cyhdv),
' (Tyxh du),
Y, bh dv
(Tyyh V),
(o,hdu), X pbh 8u
———————— m—
< (O,hdu),
(Txyh 8v),
X

(Tyxh su), '
(Cyhdv),

Joonis 7.8. Elemendi voimalik deformatsioonienergia

AU = (0,héu), — (0,hou), + (0,b0v), — (oy,bov), +
F(Tyebdrr)y — (Tyebdu), + (Toyhdv); — (T4 bv), +
+X,bhdu + +Y,bhiv (7.37)
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Jagame vorrandid (7.37) pindalaga bh, saame
AU _ (0z0u); — (020u); X (00v), — (0y00), +

bh b h
(Tyalu)y — (Tyadu),  (Taydv), — (Taydv),
h b
+X,0u + +Y,0v (7.38)

Piirprotsessis limy,_,o ja lim,_o saame voimaliku deformatsioonienergia punktis 6U

d(oz0u)  0(o,0v)
ox + dy +
(Tyzow) O (Tyydv)
oy ox T
+X,0u + +Y,0v (7.39)

oU =

+

Korrutisest tuletiste votmisel arvestame jargmisi seoseid:

o0du ou
oy = 05 =l (7.40)
dév ov
— 522 — 41
a9y 583/ ey (7.41)
0du  0dv ou Ov
oy * or g <8y * 3x> = %y (742)
Toy = Tya (7.43)

Seoste (7.43) arvestamisel saame

oU = o,0€, + Oy0€y + ToyOVay +

Jo, 01y or. do
< T+ X,|0 L AR 7.44
+<ax+ay+g>u+<ax+ay+g>v (7.44)
=0, tasakaaluvorrandid =0, tasakaaluvorrandid

Kogu voimaliku deformatsioonienergia saab integreerimisel iile pindala A
oU = / (00€; + 0y0€y + TuyOyay) drdy (7.45)
A

Avaldise (7.45) esitame maatrikskujul

Og

5U = /A KR { o, }dxdy (7.46)

Ty

ehk veel lithemalt

U = /A [6€] [0] dzdy (7.47)
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Kasutades elastsusseoseid (7.29), (7.32)
o] = D] [ = [¢7] (] ¢
saame voimaliku deformatsioonienergia (7.47) kirjutada kujule
oU = [ 16 (D] [ drdy = [ [6c] [C"] [C][¢] dudy

Viljendades deformatsioonid kujufunktsioonide abil (7.5)

saame avaldisele (7.49) kuju

U = /A [5d"] [B"] (D] [B] [d] dady =

N /A 6d" | [n"] [n] [d) dady
kus
[] = [C] [B]

Jaikusmaatriks K saadakse jargmise integreerimisega:

K] = [ Kdudy = [ [B"]D][B]dedy = [ [o"] In] dzd
K] = | Kdzdy A[ | (D] [B] ddy A[n}[n]xy
Voimalik deformatsioonienergia jdikusmaatriksi kaudu

oU = |od"] [K] [d]

Naide 7.1 Koostada jiikusmaatriksi [K] alammaatriks [K;j] ({5dﬂ [Ki;] [d;])-

Jaikusmaatriksi avaldise kirjutame kujul
K;j| = / T\ [n;] ded
Kij) = [, [ (o) dedy

Leiame [n;] avaldise

[nj] = [C][B]

(7.48)

(7.49)

(7.50)

(7.51)

(7.52)

(7.53)

(7.54)

(7.55)

(7.56)
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101
ON,; ]
X 0
ON,;
0 By = B;
ON; ON;
Oy ox ]
8Nj 8N] T
= v B Dz Vg
C= 0 vI—2 0 |; 0 VIi—2%h0 | =,
1—v2 "V 1—p? & J
0 0 v 1—v ON; 1—v ON;
2 Oy 2 Oz i
Korrutame [n;] [nj]-ga

(7.57)
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(8¢2)

(RN

an

fig z@ ¢
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7.7 Voimaliku t66 printsiip

103

Tasakaalus oleva siisteemi ja geomeetriliselt pidevate deformatsioonide puhul on

voimaliku t66 printsiip

Tasakaalus olev susteem

| | |
~ = ~ ~ =

\
[ 5] ToTdA = [ [oul|Falda+ [ [oul| Falar + [sd5] [P

—— —— —— ——
| | \ |

Geomeetriliselt pidevad deformatsioonid

kus

[F ;] — mahujoud,
[Fq] — rajajoud,
[Fn| — solmkoormus.

Vo6imalik deformatsioonienergia
Voimalik deformatsioonienergia

/ (57 [o] dA = [sd"] (K] [d

A
kus
or  0n
dA = det[J]d¢dn,  det [J]:' 5 22‘
% on

Alamjiikusmaatriksi [K;;| arvutame numbriliselt Gaussi integreerimisega

Kyl = [ [ [nf] ] det [J] décn = >3 Ay o] ] det ]

siin A, ja A, on kaalud Gaussi integreerimispunktides (solmedes).
Vo6imalik mahujoudude t66

Voimaliku mahujoudude t66 arvutamiseks taandame mahujoud sélmedesse

/ [5uﬂ [F o] dA = [Mﬂ [Fon]

Elemendi suvalise punkti siirde avaldame solmpunktide siirete kaudu

9uf ] = |ody] [N"]

(7.59)

(7.60)

(7.61)

(7.62)

(7.63)

(7.64)
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kus [NT} on kujufunktsioonide maatriks.
Solmedesse taandatud mahujoud [F,N] arvutame numbrilise integreerimise abil

+1+1

[Fon] = ll%yg ] = _/1 | IN7] [ ?@y 1 det [J] dédny =

p=1g=

S
N
Z APAP [NT F

oy

] [ o ] det [J] (7.65)

—_

Voimalik rajajoudude t66
Voimaliku rajajoudude t66 arvutamiseks taandame rajajoud solmedesse

/ [5ul'] [Fo] dT = [6d%] [Fon] (7.66)

Solmedesse taandatud rajajoud [Fqn| arvutame numbrilise integreerimise abil

y n
:
O
X
©) a% q
dy
7 %%
&x
ag
Joonis 7.9. Koormuse taandamine solme
FIN T Fx(llf,y)‘|
Foul = | 1o :/ N dT (z,y) =
Fan [quN] 4 [ }[qu(%y) (:9)
N N
Fuu (€,7) ]
= A A, INT a dr (¢, 7.67
pz:l; p p[ } [qu@’n) (&n) ( )

Olgu elemendi piirjoon antud vektorvorrandiga

m(x,y) =z (§m)ér+y (& n)é (7.68)



7.7. VOIMALIKU TOO PRINTSIIP 105
Kui n = const, siis

m(x,y) =z (e +y(§)é (7.69)

ja kui & = const, siis

7z, y) =z (m)ér+y(n)eé (7.70)

Piirjoone element dI' (z,y) (joonis 7.9) médda joont

1 = const
oz \’ oy ?
re¢ = — —= 7.71
e J(%) (52 e
& = const
o\’ oy 2
= — — | d 72
ar () J(an) + (o) .72
Elemendi piirjoone vélisnormaal 77 joonel
n = const
oy
_9¢
9z \%, (0y)?
l ny ‘| — (35)&—"_( 5) (773)
N2 ¢
() +(3)
& = const
_oy
on
9z (0y)?2
[ ny ] _ (3'r1)@+<871> (774)
Mo an
(32)"+(52)°

Soltuvalt elemendi piirjoonest n = const (§ = const) on lauskoormuse ¢ (joonis 7.9)
projektsioonid x— ja y—teljele

] -[om] -

ning joone element dI' (§,n) (7.67), kas dI" (§) (7.71) voi dI' (n) (7.72).
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7.8 Pingete arvutus

Elastsusseosed [D] seovad pingeid [o] ja deformatsioone [e]. Deformatsioonid omakorda
avalduvad maatriksi [B] ja elemendi solmpunktide siirete [d] kaudu

o] = D] [ = [D] [B] [d] = [S][d (7.76)
kus
8] = [D][B] = |C] [n] [d (7.77)

Tahistame tasandiilesande elastsuskonstantide maatriksi [D] ([C]) (7.31) ja (7.34) ele-
mendid dij—ga (cij)

d11 d12 O C11 C12 0
[D]: dgl dgg 0 s [C]: 0 Co2 0 (778)
0 0 d33 0 0 C33
Maatriks [n] koosneb alammaatriksitest [n);]
=l o ol Dl ] (7.79)
kus
ON; ON;
Clip, Ci27g,
=1 0  cn%t (7.80)
ON; oN;
€337, 3375z
Cn% 012%1
0 02283—]\; = 7
033% 033%1 ]
2 ON; ON; 7
C11 0 0 ‘n Oz ‘11612 dy
C'=| ez e 0 |; 011012% (c%l—l—c%Q)%i = S
0 0 —J ON; —J ON;
s GV G e
(7.81)
Pingemaatriks [S] koosneb alammaatriksitest [S;]
SI=[181] [Sa] ... [S;] ... [Su]] (7.82)

Votame arvesse elastsuskonstantide maatriksi [D] ja Cholesky lahutusega saadud maat-
riksi [C] elementide vahelised seosed

2
dy = Ciq, dy2 = c11012

doy = cf} + oy, dsz =iy (7.83)
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Pingemaatriks [S;] on
dugr di!
Si] = | di2g! dnty) (7.84)
dan2Ni 1,905
33 8y 33 9z

7.9 Naiteid koormuste taandamisest

Naiide 7.2 Taandada nelinurksele elemendile (8 solmega) majuv iihtlane lauskoormus —q
(joonis 7.10) sélmedesse. Elemendi laius on 2a ja korgus 2b. Seega majub elemendile joud

F = qx*2a.
Lihme 1ile méoduta koordinaatidele € ja 1.

. Fq/q leq /3 Fq/q
O Q _
[7]-11)  [6] (0.1) (1,1) (6]
n
y Fq=0"2a
-1,0) : (10 &
[e1-1n  [2]0.-1) (1.-1)
O
| 2a |
X

v o= af, y=bny
dx = adg, n=1) (7.85)
Taandame koormuse solmedesse , @,
Fyys +1| Nj
[FqN} = qu6 = NG (—q) adf (786)
Foyr Z1 | Ny
Poole elemendile mojuva koormuse (—qa) tihistame —g ja teostame integreerimised
7 +1 7 +11 P
Foys —5/N5d§:—5 1(1+£)2(§+1_1)d§:_€
-1 -1
+1 +1
F F ri 9 2F
Fyye —§/N6d§_—§ Z(1—5 )2d§_—?
-1 -1
7 +1 P +11 P
Fpr ——/N7d§:——/7(1—5)2(—§+1—1)d§:—— (7.87)
2 . 2 1 4 6
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Taandatud koormused (7.87) on ndidatud joonisel 7.10 b.
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Naide 7.3 Taandada nelinurkse elemendi (8 solmega), (joonis 7.11) omakaal (gm)
sdlmedesse. Elemendi laius on 2a ja korgus 2b. Seega mdojub elemendile joud W = qm * 2a2b.

Ldihme ile médduta koordinaatidele & ja n.

a) b)
W12 iW/3 W12
O Q i i
(6] (6]
" e W/3 Wi3
y W=gm(2a2b)
8
*gm 5* gm
i (]
O O
! 2a | W12 { w3 } W/12
X

Joonis 7.11. Omakaalu taandamine solme

ag,

r = y = bn,

Omakaalu taandame sélmedesse jargmise avaldisega:
] +1+1

=/ [

—-1-1

Kuna omakaalu projektsioonid x-teljele puuduvad,

kus

oz
0
oy
o€

det [J] = g

S118

[ ngl | [ N ] [ %

Foyo Ny *1%

Fon) = | 2 | = —mgab [ [| | dean=w |

F9y5 14 N5 12

Foys o Ne _%

Foyr N7 %

L Foys ] L Ny J L _%

kus
W = mgdab

dx = adf

[ _Og ] det [J] d&dn

0
b‘—ab

(7.88)

(7.89)

(7.90)

(7.91)

(7.92)
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Kujufunktsioonid N; (i = 1, 3, 5, 7) on
1

Ni= 7 (L+&&) Utmm) (€6 +mmi=1) . (i=1,3,57)
Avaldise (7.91) liitkmete Fyy; (i = 1, 8, 5, 7) integraalid on
w
ngi:—ﬁ(ll—l-IQ—FIg) R (i:1,3,5,7)
sin
+141 +1 5 11
n= [ [ (e @ mgadedn = [ (14 g6 g6 n+”2ﬂ -
—-1-1 -1 -1
2 3 Tt
4 4
_2515"‘551 2757;2:*
3 3
-1
+1+41 A
I= [ [ (466 (U nm) midédn = g = 5
S14
+141 +1 +1
= [ [(+ee) (0 +m)dan=— [+ egde [ (14 mm)dn =
—1-1 -1 -1
2 I
l§+§ &] anran _
-1 -1
Asetades leitud avaldised (7.95), (7.96), (7.97) avaldisse (7.94), saame
W4 4 w
Fi:_i o 5 —4 = 745 .:1)75
oy 16 <3 + 3 > 12 (1 3,5,7)
Avaldise (7.91) liitkmete Fyy; (i = 2, 6) integraalid on
A 1+ 11
Foi =~ /Ndfdn——*//i — €2) (1 + ) ded =
Sl
+1 +1 +1 +1
%74 w ,,72 53
=—— [ i) d 1—&%)dé = —— —n; - =
8/(+m7)77/( £%) d¢ 8[77+2n1 [& 3
-1 -1 -1 -1
W 1 1 W
- (112 =2 =2
s@(1-g+i-g)=-%, (=29
Avaldise (7.91) liitkmete Fyy; (i = 4, 8) integraalid on
w AT W
Fpyi=—— /Ndﬁdn— //5(1+§§i> (1) dedy =
+1 +1 +1
W 2 3
= §/1+«S«Sz dg (1 n)dn £+5&1 ln—%] =
1 1 -1 -1

1 1

_ 2/(2)(1—34—1—3):— (i =4,8)

109

(7.93)

(7.94)

(7.95)

(7.96)

(7.97)

(7.98)

(7.99)
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Omakaalud sélmedes on ndidatud joonisel 7.11.

PEATUKK 7. ELASTSUSTEOORIA TASANDULESANNE

Naiide 7.4 Koostada nelinurkse elemendi (4 solmega), (joonis 7.12) jiikusmaatriks. Elemen-

di latus on a ja korgus b.

Léhme 7ile méoduta koordinaatidele & ja n.

(o2

[4] (-1,1)

(-1.-1)

(1.1

a |

X

Joonis 7.12. Bilineaarse elemendi jdikusmaatriks

Tr =

dr =

a b
§€ )

a

=d
S

Nelinurkse elemendi kujufunktsioonid Nj

Ni= 5 (1+€6) (1 +m)

Jacobi maatriks [J]

Jakobiaan |J|

Jacobi poordmaatriks [J_l]

Kujufunktsioonide tuletised

IN;
oxr 7 Oy

ON;
55, =
dy

ON;

]| &

(i=1,2,3,4)

(@R NIIS)

Vs O
| I

e O
[

[ =& (14 nm)

(7.101)

(7.102)

(7.103)

(7.104)

(7.105)

(7.106)
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Kujufunktsioonid lahti kirjutatult

9 9

oo Ldop, W= kg

G = g (l-m), G = —5 (148

o o

Moo Tuen R Jueg
1 1

G = —a(1+n), G = —x(1=¢)

Vormifunktsioonide integraalid

+1+1 +1+41
[ ax&)*dedn = 8, [ (1=¢)dédn =
T i
J;fl(l—nz)dédn = £, J L axe)Atndedy =

Jaikusmaatriksi [K] alammaatriksid [K;;] (7.55)

K] = [ [nf] i) 19 dean

Tasandpinguse puhul on korrutis [n;n;] toodud avaldisega (7.58)

E ON; 8N] + 1—v N, ONj; VBN aNj + 1—v ON; ON;

T, | — oxr Ox "2 Oy 8% Ny "2 Oy 830
] B yONi ON; | 1-v ON; ON; aN8 4 1w ON; ON;
dy Ox 2 Ox Oy oy ay 2 Ox Oy

Votame kasutusele tdahistused

_a b
D= b p = a
di1 di2 O
D] = | dn do» 0
0 0 dss

wlco

111

(7.107)

(7.108)

(7.109)

(7.110)

(7.111)

(7.112)

Tasandpinguse puhul on jaikusmaatriks [K| (7.113) ja pingemaatriks [S] (7.114).
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(e11°2)
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deepy
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deepg
mm%m|
epe+
|QmmeN|
&NNN@N|

mm@m|
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d&epy+
H\QH Swﬂ

£Epe+
Hmﬁm|
Qmmwuﬂ|
1-4tpe
mm%m|
Hmﬁm
deepg+
I ~dart Guﬂ|
mmﬁm|
ﬁm%m|
&‘mm@N|

ﬂ\QﬁHﬁN|

1-d¥epy+
deepy

mmﬁm|
Hmﬁm|
I I&mmﬁN|
QNN%N|
EEpe+
tepg
- deepy+
deepg

mmﬁm|
Hm@m

deepy+
. A Iny

EEpg+
ﬂmﬁm
QmmﬁN|
1 _dart ﬂmuN|
sEpet
ﬂmﬁm|

deepg+
H\Qﬂﬂ@ﬂ|

Pyt
deepy

mm%m|

ﬂmﬁM|
HIQmmﬁNAT

QNN@W|

£Epg+
ﬂmﬁm|

deepy+
—41py

mmﬁm.|
Hmﬁm

&mmﬁv|
H\&H Ipg

HIQmMﬁMAT
deepy

BEpe+
Hm%m

deepy+
H\&H Ipy |
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7.9.

(F11°2)

L+1)es— (3—1)

G3-1)
3-1)

qc

NNE

qc

Nﬁﬁ

o
N

o)

tp (L+71)
L+1) - (3+1)

L+1) - (3+1)

€Ep

3+1)
(L+71)

(L+1)

a5
€€p

mﬁﬁ

:Nu

(3+1) =5

(b—1)

(b—1)

qc

DT

Hmﬁ

:Nu

(L= 1) w5~

®|.:$|
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Peatiikk 8

Plaaditeooria

8.1 Uldosa

8.1.1 Pohimaoisted

Plaaditeooriaga voib tutvuda opiku abil [7]. Toome sealt moned pohimoisted.
Plaadiks nimetatakse prismalist voi silindrilist keha, mille korgus (plaadi paksus) on
vorreldes teiste mootmetega véike.

Pinda, mis jagab plaadi paksuse kaheks vordsks osaks, nimetatakse plaadi keskpinnaks.
Deformeerumata plaadi keskpind on tasandiline.

Plaadi paksus voib olla iihtlane v6i muutuv.

Plaati, mille elastsusomadused on koéigis suundades iithesugused, nimetatakse iso-
troopseks; vastasel juhul on plaat anisotroopne. Anisotroopsete plaatide erijuhuks on
ortotroopne plaat. Sellise plaadi pinnas voib eraldada kahte teineteisega risti olevat sih-
ti, milles rakendatud {ihtlaselt jaotatud joud ei pohjusta nende sihtide vahelise nurga
muutust (nihet). Tiitipiliseks néiteks on vineerplaat.

Plaate liigitatakse:

e Ohukesed plaadid; plaadi lithema kiilje pikkus b iiletab plaadi korguse h vdhemalt
viis korda

Vv
ot

(8.1)

S>>

e paksud plaadid

Nii nagu tala puhul voib plaadi ristloikes vaadelda normaalpingeid koosnevana kahest
komponendist: paindepingetest, mis plaadi keskpinnal vorduvad nulliga ning kasvavad
proportsionaalselt kaugusega keskpinnast, ja pikkepingetest, mis on iihtlased iile plaadi
paksuse. Pikkepingeid nimetatakse ka ahelpingeteks.

Painde- ja ahelpingete osatidhtsuse jargi liigitatakse plaate

e jdikadeks plaatideks. Nende arvutamisel voib ahelpingetest loobuda, kuna ahelpin-
ged on viiksemad kui paindepinged. Sellesse rithma kuuluvad raudbetoonplaadid,
aga ka viikese ldbipaindega terasplaadid;

115
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e painduvateks plaatideks. Nende arvutamisel peab arvesse votma nii painde- kui
ka ahelpingete moju. Sellesse rithma kuulub enamik terasplaate;

o membraanideks. Nende puhul voib hiiljata paindepinged, kuna need on ahelpin-
getest tunduvalt viiksemad. Membraani analoogiks on painduv niit.

Kas plaati arvutada nagu jéika plaati, painduvat plaati voi membraani, soltub koor-
muse iseloomust ja plaadi korguse ning ldbipainde suhtest. Orienteerivalt voib plaati
arvutada jiigana, kui plaadi paksus on vihemalt 3 korda suurem maksimaalsest 14bi-
paindest, ja membraanina, kui ldbipaine on enam kui 5 korda suurem plaadi paksusest.

8.1.2 Plaatide paindeteooria hiipoteesid

Need hiipoteesid koosnevad elastsusteooria hiipoteesidest aine omaduste kohta ja eri-
hiipoteesidest, et lihtsustada plaatide paindeteooriat.
Plaatide paindeteooriad.

e Kirchhoffi teooria. ohukeste plaatide paindeteooria. Nihkedeformatsioonid plaa-
di paksuse suunal hiiljatakse. Nihkepinged samal suunal saadakse tasakaa-
luvorranditest.

e Timosenko teooria. Voetakse arvesse nihkedeformatsioonid, mille jaotus plaadi
paksuse suunal loetakse paraboolseks. Nihkest tekkiv ristloike deplanatsioon hiil-
jatakse.

Edaspidi vaadeldakse ainult 6hukesi plaate.
ohukeste plaatide paindeteooria hiipoteesid.

1. Sirgete normaalide hiipotees: sirgjoonelised elemendid, mis enne deformatsiooni
olid plaadi keskpinnaga risti, jadvad ka pérast deformatsiooni sirgeteks ja kesk-
pinnaga risti.

2. Pinged, mis tekivad plaadi keskpinnaga paralleelsete kihtide rohumisest iiksteisele,
on hiiljatavalt véikesed.

3. Plaadi keskpinna punktid siirduvad ainult plaadi keskpinnaga ristsuunas; keskpin-
na punktide siirded plaadi pinnas vorduvad nulliga. Keskpinna deformeerumisest
tekkivad pinged on hiiljatavalt viikesed.

8.2 Ohukeste plaatide paindeteooriast

8.2.1 Plaadi sisejoud

Vaatleme plaati (joonis 8.1), mille paksus on A ja mis on koormatud iihtlaselt jaotatud
koormusega g = konst. Plaadi ristloikepindades mojuvad pinged 0,4, 04y, 022 ja Oy,
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Keskpind

Joonis 8.1. Plaat ja teljestik

117

Oyy, Oyz. Méddratleme pingete kaudu plaadi sisejoudude ja momentide intensiivsused.

Aheljoudude intensiivsused (joonis 8.2)

h
T3
Nyw = Opzdz
h
-3
h
T2
Ny, = oyydz
_h
2
h
T3
Ny = Ogydz
h
32
h
T2
Ny, = Oyzdz

Nii nagu néha jooniselt 8.2, on N,, pikijoud iihe pikkusiihiku kohta

NXX

Joonis 8.2. Pikijoudude intensiivsused

(8.2)

x—suunas, NV,

pikijoud iihe pikkusiihiku kohta y-suunas ja N, ning N,, horisontaalsed nihkejoud
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iihe pikkusiihiku kohta y— ja x—suunas (esimene indeks néitab pinda ja teine suunda).
Plaadi ristloikepindades mojuvad poikjou intensiivsused

i
sz - Umzdz
_h
2
o
Qyz = Uyzdz (83)

[Ny

Plaadi ristloikepindades mojuvad momentide intensiivsused

»

M, = 205,072
_h
2
v

M,, = 20y,dz (8.4)
h
-3
45

M,, = 205ydz
_h
2
v

M,, = 20y dz

(SIS

Joonisel 8.3 on naidatud podikjou ja momendi intensiivsused ristldikepinnal, mille
normaal on z—telje sihil. Momentide tédhistusena kasutatakse ka kahekordseid nooli.

Joonis 8.3. Padikjoud @), ja momendid M,,,M,,

Joudude ja momentide positiivsed suunad on joonisel 8.3, mis vastavad elastsusteooria
ja parema kée teljestiku méargireeglitele.

Joonisel 8.4 on poikjou ja momendi intensiivsused ristloikepinnal, mille normaal on
y—telje sihil.
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Joonis 8.4. Paikjoud @),. ja momendid M,,,M,,

8.2.2 Plaadi tasakaaluvorrandid

Edaspidi kasutame lithiduse mottes terminite poikjou intensiivsus ja paindemomendsi
intensiivsus asemel termineid poikjoud ja paindemoment, arvestades, et nende moGtmed
on vastavalt Nm ja N (kNm ja kN).

ohukeste plaatide teooria kolmanda hiipoteesi kohaselt on aheljoud nullid

Nyo = Ny = Nuy = Nyp = 0 (8.5)
Nihkejoudude paarsuse seadusest (o, = 0y,) tuleneb
Myy = M, (8.6)

Vaatleme plaadi elementi dzdy (joonis 8.5), mis on koormatud jouga gdzdy. Poikjoude
ja momente on joonisel 8.5 ndidatud eraldi. Koostame tasakaaluvorrandi z—teljele

dy
X | %= |
| Y
I . g
g quxdy Qyz + 9Qyz g
A J/ dy
aQ
z Qyp + 6’_szdx
y
+ My
X /
b) 'M <—<—L
! XX
My ot ) My ey
e y
w,
, éM
L’ 7—»—» Myy+ 6_yyy dy
oM Myx + Z—Mxxd
Myy + —xde X

Joonis 8.5. Plaadi tasakaaluvorrandid

=0: qdzdy — Qy.dx +

A :

>
+ ox Jy
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millest pérast taandamist ja ldbijagamist drdy-ga saab

0Qz: | 0Qy:
ox * dy

+q=0 (8.8)

Koostame momentide tasakaaluvorrandi telje suhtes, mis on paralleelne z-teljega ja
labib plaadi parempoolset serva

1
> M,=0: —qudyidy + Qy.dxdy —
0Q- 1 1
_ il - M _
<Qm + dm) dy2dy + szddey + My, dx
oM, oM
- (Mxy +— ydm) dy — (Myy + ayyy dy) dx + My,dy = 0 (8.9)
millest saab
1 0Q,. 1 OM. oM,
s Lo L g, P W 8.10
q2dy +Qy or 20T o oy (8.10)
~0 ~0

Kuna dy on I6pmatult viike suurus, siis jdtame ta dra

aMwy aMyy_
or dy = Qe (8.11)

Momentide tasakaaluvorrand telje suhtes, mis on paralleelne y-teljega ja ldbib plaadi
serva, annab analoogiliselt eelnenuga

OM,. OM,
or dy = Qe (8.12)

Avaldised (8.11), (8.12) véimaldavad méérata poikjoud, kuna ohukeste plaatide hiipo-
teesides hiiljatakse vastavad nihkedeformatsioonid (7., ~ 0, 7. = 0).

Diferentseerime avaldist (8.11) y jérgi ja avaldist (8.12) x jérgi. Liidame saadud tule-
mused ning votame arvesse avaldise (8.8), saades

0*M, 0> M. 0*M,
2 * Oxdy Oy? +a (8.13)
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8.2.3 Plaadi deformatsioonid

Vastavalt ohukeste plaatide teooria esimesele hiipoteesile: sirgjoonelised elemendid, mis
enne deformatsiooni olid plaadi keskpinnaga risti, jdadvad ka pdarast deformatsiooni sirg-
joonelisteks ja keskpinnaga risti, saame avaldada siirded

U,(ZL‘7y,2) = uO(xay)_za’wa(z,y)
U(I7y7z) - ’Uo(xay)_zauja(aj’y)

w(z,y,z) = w(z,y)

(8.14)

kus u°, v° on plaadi keskpinna siirded plaadi tasapinnas xy ja w plaadi siire z-telje
suunas.

Plaadi deformatsioonide €, €, ja 7, kirjeldamiseks kasutame tasandiilesandes méira-
tud deformatsioonide avaldist (7.4)

e _ Pw(x,y)

€z aaa% o2 8%2 )
=1 & | = Sy 8y2’2y( | (8.15)
ou® ov° 0“w(x
ey dy + ox 2 Bxayy
ja deformatsioonid
€, ~ 0, Yoz =2 0, Vyz = 0 (8.16)

Tihti kirjutatakse, et €., 7;. ja 7,. on nullid, s.t nihkedeformatsioone ei ole, aga vas-
tavad nihkepinged voi nihkejoud on olemas (niisugune olukord on véimalik ainult mo-
mentidega elastsusteoorias). Meie hiillgame nihkedeformatsioonid, vorreldes neid teiste
deformatsioonidega.

Deformatsioonid (8.15) voib kirjutada kujul

] =[] = 2[K] (8.17)
kus
81;" 82159(695 y)
=], %, | =] 19
T 2825’;(%’3’)

Avaldises (8.18) [k] on kdverusmaatriks.

8.2.4 Plaadi elastsusseosed

Plaadi pingeolukorda vo6ib vaadelda kui tasandpingust (joonis 8.6), kus pinged kesk-
pinnaga paralleelsete kihtide vahel hiiljatakse. Pingete ja deformatsioonide vaheline
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Joonis 8.6. Plaadi tasandpingus

(0] = [D][d = [D] |¢°] - =[D] K] (8.19)

kus pinge [0] ja deformatsioonid [e] on

0] = { Cor ] L= { o ] (8.20)
J:vy 7«%’
[

ning isotroopse materjali ja tasandpinguse korral [D] on

E 1 v 0
Dj=-——F7|v 1 0 (8.21)
Yoo
Defineerime momentide vektori [M]
M|]=| My, | = [ z| oy | dz (8.22)
M, n Oy
Kasutades elastsusseost (8.19), saame momendivektori
+2 +2
M] = D] [”] / »dz — [D][K] / 22dz (8.23)
Kuna
+2 +2 B3
zdz =0 2dz = 1 (8.24)
s .
S11S
M] = — D] [K (8.25)
kus
~ h3
D] = 13 D] (8.26)

Suurust {f)} avaldises (8.26) nimetatakse plaadi silindriliseks jaikuseks.
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8.2.5 Plaadi diferentsiaalvorrandid
Vétame kasutusele diferentseerimise vektori ¥ [16]

82
V = 02 (827)

82
2 oxdy

Kasutades diferentseerimise vektorit %, voime tasakaaluvorrandid (8.13) ja momendi
avaldise (8.25) kirjutada jargmisel kujul:

lv*T] M] 4 ¢ = 0 (8.28)

M] = — [D] M w (8.29)

Asetades momendi avaldise (8.29) tasakaaluvorrandisse (8.28), saame plaadi tasakaa-
luvorrandi siirde w kaudu

[V*T] D] M w=gq (8.30)

Kirjutame vorrandi (8.30) lahti

ow L9 O*w N Pw  12(1—v?)
Oxt 0x20y?  Oy*  Eh3 ¢ (8.31)

Diferentsiaalvorrand (8.31) on biharmooniline vorrand, mille esmalt tuletas Lagran-
ge 1811. aastal. Vaadeldud plaaditeooria tuletas Kirchhoff 1850. aastal. Tema nime jargi
kutsutakse seda Kirchhoffi plaaditeooriaks.

8.2.6 Momendid ja poikjoud plaadi suvalises ristloikes

Tasandiilesandes avaldasime pingevektori pj, kaldpinnal pingete kaudu (7.19). Momenti-
de ja poikjoudude avaldamiseks suvalises ristloikes vaatleme joonist 8.7. Plaadi ristloike
pinnanormaali n ja temaga risti plaadi keskpinnal oleva vektori m projektsioonid
x—,y—, z—teljele Plaadi ristloike pinnanormaali n ja temaga risti plaadi keskpinnal
oleva vektori m projektsioonid x—, y—, z—teljele

n=|n, | =|ny |, m=|m, | =|m (8.32)
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y p
X
Joonis 8.7. Pingevektor plaadi serval
Vektorid n, m on iihikvektorid ja teineteisega risti, s.t
In| =|m|=1 | n“m =0 (8.33)
Pingevektor p plaadi suvalises ristloikes (n, = 0)
Pz Oz Oxy n
P= py = O-y:B O-yy [ TLx ‘| (834)
D= Ozz Ozy v
Pinged o, plaadi suvalises ristloikes
Onn = nTp
Opm = m'Pp (8.35)
on. = [001]p
Avaldise (8.35) saab lahti kirjutada nii
Onn = niam + niayy + 2NNy 04y
Opm = MaMyOpy + NyMyOyy + (NyMy + npmy) gy (8.36)

Onz — nwyazz+ny0yz

Maaratleme paindemomendid M,,,, M,,, ja poikjou @Q),. plaadi suvalises ristloikes

!
M, = 20 ,ndz
_h
2
+4
M,,, = 20,mdz (8.37)
_h
2
43
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Asetades pinged (8.36) avaldisse (8.37), saame

M, = niMm + niMyy + 2n,ny, My,
My = ngmg My, + nymy My, + (nymy + nymy) My,
Qxy = nazyQ:pz + nyQyz

8.2.7 Vektorarvutuste seoseid

Kasutame diferentseerimise vektorit V (nablat)

3 [oi
oy 9y

kus V& on funktsiooni ¢ gradient.
Funktsiooni ¢ diferentsiaal

Ao = (Vo) dx = | 52 52 ] [dx]
Olgu suuna dr iithikvektor m

_ _ 2 2 _ | Ma _
|dr| = dm = \/dz? + dy? m_lmy] : lm| =1
siis
dd

= —(ve)
- (V®) m

125

(8.38)

(8.39)

(8.40)

(8.41)

(8.42)

Puutuja vektoriga m risti olev vektor n on antud avaldisega (8.34). Momendid suvalises

ristloikes saab esitada kujul
M,, =nTAn M,,, = mTAn

kus

M., M
A = T Ty ‘|
l Myy My,
Korrutame n M,,-iga ja m M,,,-iga ning liidame

nM,, + mM,,, = (nnT + mmT) An

siin kasutasime avaldist (8.43).
Téhistame avaldise (8.45) parempoolse litkme sulgudes oleva avaldise R-iga

R = (nnT + mmT>

(8.43)

(8.44)

(8.45)

(8.46)
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ja naitame, et see on iihikmaatriks.
Kuna n ja m on risti olevad iihikvektorid, siis voib suvalise vektori r esitada nende

kaudu
r =an+ fm (8.47)

kus « ja 3 on vektori r projektsioonid risti olevatele vektoritele.
Korrutame avaldist (8.47) maatriksiga R (8.46)

Rr=r |, (R-I)r=0 (8.48)
Kuna see tingimus on taidetud suvalise vektori r puhul, siis R =1 ja
R = (nn" + mm”) =1 (8.49)
Niiiid saab avaldise (8.45) esitada jargmisel kujul:
nhM,, +mh,,, = An (8.50)

Korrutame avaldise (8.50) suurusega (V)" , kus 0 (z,%) on suvaline funktsioon ja Vb
tahistab funktsiooni w gradienti

(V)" nM,, + (V)" mM,,, = (V)" An (8.51)
Arvestades seost (8.42), saame avaldisest (8.51)

dw dw o ow  Ow Mxxnx + Mxyny
%Mnn—i_ %Mnm - |: ox oy i| [ Mxynx + Myyny (852)

Edaspidi kasutame seost (8.52) plaadi virtuaalsiirete printsiibi véljatoomisel.

8.2.8 Plaadi rajatingimustest

Kolblike rajatingimuste kirjeldamine Kirchhoffi plaaditeoorias vajab selgitust. Kolblikud
rajatingimused vastavad jddvusseadustele. Meelevaldselt kirjutatud rajatingimused
voivad viia jadvusseaduste rikkumisele. Jadvusseadusi ja norku lahendeid on vaadel-
nud R. Courant [6].

Plaadi servadel 'y, 'y (joonis 8.8) voivad olla antud kinemaatilised voi staatilised ra-
jatingimused.

Niiteks olgu toodud nelinurkse plaadi koigi nelja serva erinevad rajatingimused:

e jiigalt kinnitatud serv
e vabalt toetatud serv
e joududevaba serv

e plaadi serv on iithendatud elastse talaga selle neutraaljoonel
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Piirkond A

Joonis 8.8. Plaadi serv

Plaadi serval on kolm kinemaatilist suurust w, 6,, ja 0,, (joonis 8.9). Vastavalt sirgete
normaalide hiipoteesile ,, = Z—Z ja b, = g—;’;. Kui plaadi serval on antud siire w, siis voib
selle kirjutada funktsioonina m-ist w = w (m) ning leida ka 6, = %2. Seega on plaadi
serval kaks soltumatut kinemaatilist suurust w, 6, = 4

dn”
Plaadi kinemaatilised rajatingimused

w dw (8.53)
’ dn

on soltumatud.
Plaadi serval on joud M,,, M,, ja Q... Igale kinemaatilisele rajatingimusele (8.53)

peab vastama iiks staatiline rajatingimus. Edaspidi néitame, et podordele Z—:’l’ vastab

moment M,,, ja siirdele w vastab iildistatud joud (Qm + djzl/[n’;m). Seega on Kirchhoffi
plaaditeooria staatilised rajatingimused

M
Qm+d dﬂfbm , M,, (8.54)

Mindlini-Reissneri (Timosenko) tiilipi plaatide teoorias on poorded ja siirde tuletised
soltumatud, s.t 6,, # Z—;‘;, O # j%. Selles teoorias on kolm kinemaatilist rajatingimust

Joonis 8.9. Siire ja pdore plaadi serval
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ja kolm staatilist rajatingimust.

8.2.9 Virtuaalsiirete printsiip. Ko6lblikud rajatingimused

Vaatame Kirchhoffi plaaditeoorias virtuaalsiirete printsiipi ja tuletame staatilised raja-
tingimused (8.54). Virtuaalsiirete printsiip on vajalik 1oplike elementide meetodi raken-
damiseks plaatidele.

Esitame tasakaaluvorrandi (8.13) jargmisel kujul:

0 (OMy, 0 [OMy, 0 ([OMy, 0 (0M,,

— — — — | —= =0 8.55

8x<0x>+8x<8y>+8y<ax>+8y<8y +a (8:55)
Korrutame vorrandi (8.55) suvalise kaalufunktsiooniga w ja integreerime iile plaadi
piirkonna A

/w <8M”>dA /w <a]a\§”y>dA /w (aMw>dA+

OM,, R _
+/wy< 8y)dA—i—qualA—O (8.56)

Ositi integreerimisel kasutame Greeni-Gaussi valemeid

B By,
/ 0% dA = f b dl — / odA
A i 4 (8.57)

/ﬂ”cm fqﬁw dar - / % paa -

Integreerimise tulemusel saame

fwaM” T — / (aMm> dA + j{wag?ynxdr _

T

OM,, oM, ow (OM,
) dA v—Enydl — [ — [ —2 ) dA
/ ( )d +fw g nyd /w(?y(@x)d +

—i—j{ aMyy nydl — / <3Myy> dA + /u?qu =0 (8.59)
A
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Avaldises allajoonitud liikmed v6ib asendada momentide tasakaaluvorrandite (8.11) ja
(8.12) abil poikjou avaldistega

%menwdF + %wazn,ﬂdF / <8Mm> dA —
[ )
oM, . B
/ ( yy) dA +qudA —0 (8.60)

Kasutades poikjou avaldist suvalises ristloikes (8.38), voib avaldise (8.60) esitada jarg-

misel kujul:
oM. ow (OM,
Tx A — Ty .
/ ( )d / ox ( Ay >d
ow (OM,, ow [ 0M
_ | = d A — vy A
Z@y(@m)d /8y<8y>d+

n f 0Q,,.dT + / wgdA = 0 (8.61)
A

Kasutades Greeni-Gaussi valemeid (8.57) ja (8 58), integreerime ositi avaldist (8.61)

?ianmdr + / O A j{ M, n,dl +
2 2,7
aa M, dA - f 0 My ndD + / 00 \pdA -
- j{ 5 Munydl + / A+ §@Qdr + / BgdA =0 (8.62)
r A

Saadud avaldises (8.62) rithmitame liikmed jérgmiselt:
O*w (92 U 0%
/(WM aZMyy+2aaMxy>dA—
A

A~

T

e 3y (Myyny + Myyny)] dl’ +

+ 74 WQuodl + / gdA = 0 (8.63)
T A

Kasutades momendivektorit [M] (8.22) ja diferentseerimisvektorit v (8.27), kirjutame
jargmise avaldise:

N\T P &P P
(v) M] = 5o Mew+ g My + 25 Moy (8.64)
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Avaldis (8.52) on lahti kirjutatult

d d oW oW

an am = o (Mayna + Myyny) (8.65)

kus iihikvektor m on plaadi suvalise serva puutuja sihil.
Kasutades avaldises (8.63) seoseid (8.64) ja (8.65), saame

* T 1) 1)
/QO[MMAszmMm+m%@adr—
dn dm
A N
—fw@MW—/wwA (8.66)
I A

Kuna iihikvektor m on plaadi suvalise serva puutuja sihil, siis voib votta dI' = dm ja
avaldises (8.66) liikme ¢ %Mnmdf avaldada jargmiselt:
r

o 40 pdr = f)hn O Myppy) dT — f‘ g —
M, M,
— _ nm F —_ \% A nm 1—\ )
%d f g Fu;dm/d (8.67)

Asetame saadud seose (8.67) avaldisse (8.66), saame

L/(*> MjdA = f‘ LMl L% QQM—%dzﬁf>cﬂ*_

A (8.68)
—/wwA
A

Vattes suvalise funktsiooni w vordseks virtuaalsiirdega dw (W = dw), véljendab aval-
dis (8.68) Kirchhoffi plaaditeoorias virtuaalsiirete printsiipi. Siin saame ka iildistatud

rajajoud (Qm dM’””

) ja M, mis olid varem vilja kirjutatud (8.54).

8.2.10 Koondatud nihkejoud plaadi nurkades

Nihkejoud iihikpikkuse kohta on d]y# plaadi serval , kus vois votta dI' = dm. Integ-
reerime selle nihkejou iimber plaadi (joonis 8.8)

M M
d"%ﬁ fﬂ g :f@@mzo (8.69)
I
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Tasakaalutingimus z-teljele nduab

f Qn.dl’ = / wqdA =0 (8.70)
r A

s.t vertikaalne koormus tasakaalustatakse nihkejoudude @,,. poolt.
Kui plaadi servades on nurgad (joonis 8.10), siis nurgas 7 tekib koondatud nihkejoud Q.
Plaadi serva punktis P (joonis 8.10) on normaalisuunaline ithikvektor n* ja puutujasuu-

a) b)

Joonis 8.10. Plaadi nurgad

naline {ihikvektor m?. Teisel pool nurka punktis @ (joonis 8.10) on normaalisuunaline
ithikvektor n® ja puutujasuunaline iihikvektor m®. Plaadi serva teravat nurka iseloo-
mustatakse normaalide n” ja n® vahelise nurga o abil.

Vaatleme plaadi virtuaalsiirete printsiibis (8.68) tédiendavat poikjoudu teravast nurgast

M
/ d g — / dMm = MO, — MP, (8.71)

Plaadi tépne siirdefunktsioon w on pidev funktsioon koos oma tuletistega. Kuna punktid
P ja @ asuvad teineteisele lopmata ldhedal, siis

ML =M =M,y , M, =MZ=»M, ., M =M=DM,, (872
Arvestades avaldist (8.72) ja (8.38), saame

MC = n9m@M,, + anQM y + (anQ + anQ) M,
ML =nlml My 4+ nlml M, + (n mt + anP) My, (8.73)

Asetades saadud avaldised (8.73) avaldisse (8.71), saame
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dm -
(8.74)

Ristkiilikuline plaat )
Vaatleme plaati, mille iiks servanurk o = 7 (joonis 8.10 b). Uhikvektorid on jargmised:

P P P
P _ n, P _ Q _ _ny Q _ -y
n [nf] , m =n n? ] , m n? ] (8.75)
Avaldisest (8.74) saab
2 2
Qe = M2, = M, =270y (Myy = Myy) +2|(ny)" = (n) | Moy (876)
Ristkiilikukujulise plaadi (joonis 8.11) nurga C' puhul on (nP ) = [ 10 }, mis annab
D
A"
y n¢
D c|
nA A B
YnB
X
z(@®

Joonis 8.11. Téaiendav poikjoud plaadi nurkades

—2Mfy Nii leiame tdiendava poikjou ka teistes nurkades
D —oMmP (8.77)

Q¢ =
Qt=-2My , QF=2ME | QY=-2M , QP=2M"
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8.3 Plaadi loplikud elemendid

Plaadi siirded w (z,y) interpoleerime solmpunktide siirete d ja kujufunktsioonide N
abil

w (z,y) = [N][d] (8.78)
kus
dy
dy
Nl=[N Ny ... Ny| 0 =], (8.79)
dn

siin on d,, siire ja pédrded solmpunktis [n].

Diferentseerime siiret w (z,y) diferentseerimisvektori Vv abil

M w=[B][d , kus [B]= M N] (8.80)
siin
9%Ny 9% N> %N,
[B] = aaévl 83?2 , 83;5” (8.81)
0°N- 9°N. 0“ Ny,
2 818; 2 818; e 2 ozxdy

Avaldises (8.68) interpoleerime suvalise funktsiooni @ sélmpunktide parameetrite d ja
kujufunktsioonide N abil

i (2,y) = [N] |d] (8.82)

Kuna w on suvaline, siis on ka parameetrid [d} suvalised

NERIG (8.83)
Funktsiooni w tuletis normaali n jérgi
du N
CT“’ = (V)" [n] = [d7] (VN)" [n] (8.84)
n
kus
ON1  ONa ONn
R A SR A 859
5 o - By

Suvalise kaalufunktsiooni w voib esitada kujul

i = [dT| N” (8.86)
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Virtuaalsiirete avaldis (8.68) on niiiid

[aT]L [BT] M) dA - ?{ (VN [0] My dD+
T
M, .

=0
dm

) dr + / NTqdA
A

Kuna d7T on suvaline, siis jitame ta ra

/ (BT [M]dA = 7{ (VN [0] MndD —

M
j{ NT <Qm + ) dr A/ NTgdA

dm

Avaldame [M] (vt avaldisi (8.29) ja (8.80))

Asetame tulemuse avaldisse (8.88)

A

ehk liithemalt

kus

( [ [B7] [D] B] dA) d] = ]! NT (Qm + %m) ir -

=~ § (VN)" [0] Mydl + [ NTqdA

(8.87)

(8.88)

(8.89)

(8.90)

(8.91)
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K] = / B [D] B]dA
A
AM
f,] = j{NT (an-i- - >dF— (VN)" [n] M,,,,dT (8.92)
r r
f] = [ NTqA
/

Soltuvalt plaadi serva kinnitusest (joonis 8.12) on rajatingimused (8.53), (8.54) jérg-

mised:

e jdigalt kinnitatud serv

d
w=0 ,  —==0
e vabalt toetatud serv
w=0 |, M,, =0
e joududevaba serv
Mpn =0 Qn. + di\lﬁm

(8.93)

(8.94)

(8.95)

Mnn =0
. Mom _
dm

Q

Joonis 8.12. Plaadi rajatingimusi
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8.3.1 Taielikkuse ja kooskolalisuse nouded

Plaadi siirde w ldhendasime kujufunktsioonide abil N (8.78). Millised peavad olema
kujufunktsioonid N;? Millised suurused valida solmede parameetriteks d;? Selleks et
nendele kiisimustele vastata, tutvume tdielikkuse ja kooskélalisuse nduetega [16].

Lopmatult viikese plaadi elemendi siiret piirprotsessis iseloomustab jédiga keha siire ja

konstantne koverus. Koverust kirjeldab koverusvektor (koverusmaatriks) k (8.18).
Téaielikkus:

e siirde w ldhendamine peab sisaldama jdiga keha liikumisi
e siirde w ldhendamine peab voimaldama konstantset koverust

Jaiga keha liikumine koosneb siirdest z-telje suunas ja pooretest iimber z- ja y-
telje. Siit teeme jarelduse, et siirde w lahendamiseks peab poliinoom sisaldama liikmeid
a1 + asx + azy. Konstantse kdveruse tingimus nouab, et siirde w ldhendamiseks peab
poliinoom sisaldama vdhemalt jargmisi litkmeid:

w = a1 + ar + azy + ux® + aszy + agy® + ja  teised litkmed (8.96)

Plaadi kooskélalisuse noude juures on vajalik Cl-pidevus. Jirgnevalt selgitame C°-
pidevuse moistet. Vaatleme joonist 8.13, kus pikkele tootava varda siirded on téahistatud

= I:1 F2 X
_______________________ _»-._4_._._._._._.|_»._._._._._.

S
u Y1

u,

N4 e

N = EAU’

Joonis 8.13. C%pidevus

u-ga ja varda sisejoud N-iga. Varda sisejoud N avaldub siirde esimese tuletise kaudu
N = EAu'. Funktsioon u () on pidev, kuid tema esimene tuletis on katkev. Siin réégi-
takse, et funktsioon on C°-pidev.

C'-pidevuse moiste selgitamiseks vaatleme joonist 8.14, kus lihttalale mdjub koormus
F' ja koondatud moment M. Momendi epiiiiris on katkevus, mis on vordne rakendatud
momendiga M. Tala siire on w ja tala ristloike poordenurk 6 (§ = —w') on vordne siirde
tuletisega, kuid vastupidise mérgiga. Mdlemad on pidevad funktsioonid. Tala sisejoud
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Joonis 8.14. C'-pidevus

M, (M, = —FEIw") on vordeline siirde w teise tuletisega, kuid vastupidise mérgiga.
Funktsioon w (z) ja tema esimene tuletis w” on pidev, kuid teine tuletis katkev. Siin
rasigitakse, et funktsioon on C'-pidev.

C"-pidevus tihendab, et tema esimesed n tuletist on pidevad.

Plaadi elementidele kehtib C'-pidevuse noue. Siin jouame kooskélalisuse ndude juurde.
Kooskolalisuse noue:

e plaadi siirde w aproksimatsioon ja kaldenurk {ile plaadi serva peavad olema pide-
vad

Kui taiuslikkuse noue on tiidetud, saab pehmendada kooskoélalisuse nouet ja koos-
tada mittekooskolaline plaadi element. Lihtsate poliinoomidega aproksimeerides ei ole
voimalik koostada kooskolalist plaadi elementi [25]. Enamik kasutatavaid plaadi ele-
mente on mittekooskolalised.

8.3.2 Lihtsad mittekooskolalised elemendid

Vaatleme 6 vabadusastmega kolmnurkset plaadi elementi (joonis 8.15). Vaadeldaval
elemendil on 3 siiret w; nurgapunktides ja kolm pooret 6; plaadi kiilgedel. Aproksimat-
siooniks (lahendamiseks) kasutame jérgmist poliinoomi:

W=y + aor + azy + aur® + asry + agy? (8.97)
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Joonis 8.15. Lihtsaim plaadi element

See on viikseim poliinoom, mida kasutatakse plaadi elemendi siirde lihendamiseks.
Siirde teised tuletised on konstandid, millega on tdidetud konstantse koveruse noue.
Jargnevalt niitame, et element on mittekooskolaline. Vaatleme elemendi suvalist kiilge
AB (joonis 8.16). Siirde w normaali n suunaline tuletis (8.84)

y

Joonis 8.16. Kolmnurkne 6 vabadusastmega element

d
% = (V)" [n] = (g + 204z + as5y) Ny + (a3 + a5z + 2a6y) ny (8.98)

Plaadi serval AB on joone vorrand y = 1z + 5. Vottes selle arvesse, saab avaldis
(8.97) jargmise kuju:

w = Al —|— AQIL‘ —|— A3I2 (899)
ning
dw
— =B B 8.100
an 1+ D2 ( )

Avaldises (8.99) ja (8.100) on viis konstanti Ay, Ay, Az, By, By. Nende méiramiseks
on plaadi serval AB teada kolm suurust ws, ws ja 6. Seega ei saa neid viit suurust
itheselt méadrata. Siit teeme jérelduse, et iildiselt on w ja % muutus plaadi serval katkev
(mittepidev) ja vaadeldud element mittekooskolaline.
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—_—
d2/ d3 /d

Joonis 8.17. Nelinurkne 12 vabadusastmega element

Nelinurksetest plaadi elementidest lihtsaim on 12 vabadusastmega element (joonis 8.17).

Siin on solmpunktide , , , siirded w; téhistatud dy, dy, d7, dig ja solmpunktide
podrded 0, 0,; vastavalt do, ds, ds, dg, dg, dg, di1, dq2. Plaadi siiret ldahendame jargmise
poliinoomiga:

W= 1 + T + aszy + a4x2 + aszy + a6y2 +

a7z + agx’y + agry® + oy + ana®y + aqazy® (8.101)

Avaldis (8.101) ldhendab lineaarset momentide muutust elemendi sees. Vaadeldav ele-
ment on siiski mittekooskdlaline. Vaatleme plaadi serva AB (joonis 8.18). Plaadi serval

y A
7,8,9
. 4,5,6
| B
| . X
x=0 X=a

Joonis 8.18. Nelinurkne mittekooskolaline element
AB, kus = = a, saame avaldisest (8.101)

w = Ay + Agy + Azy® + Aya® (8.102)

d
d—w = Aoz + 243y + 3A42° (8.103)
Y
kus A, Ay, A3, A4 on konstandid. Siire w ja kalle Z—Z’ on teada punktides A ja B. Siin
saame need konstandid iiheselt méarata.
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Serval AB ei 6nnestu podret 22 iiheselt méisrata. Avaldisest (8.101) saame

d
"= = Bi+ By + By’ + Bua’® (8.104)

kus konstantide B, By, Bs, B, maaramiseks on punktides A ja B teada % suurus.

Nelja suuruse B, By, B3, B, méaramiseks on kaks avaldist. Nii ei ole neid konstante
voimalik iiheselt médrata. Vaadeldav element on mittekooskélaline.

Kui Kirchhoffi plaaditeoorias on plaadi elementidele C'-pidevuse noue, siis Mindlini-
Reissneri plaaditeoorias on plaadi elementidele C°-pidevuse noue.



Peatiikk 9

Loplike elementide tarkvara

9.1 Arvutiprogrammide kasutamine

Arvutiprogrammide kasutamine eeldab jargmiste valdkondade [15] tundmist:
e |oplike elementide teooria alused
e inseneriiilesannete matemaatiline modelleerimine ja sonastamine
e numbrilised algoritmid (vorrandisiisteemide lahendamine, omavéértuste leidmine)

e tarkvara tooriistad (andmebaaside juhtimine, programmeerimiskeeled, struktuur-
programmeerimise alused)

9.2 Arvutiprogrammide tipsusest

Loplike elementide kommertsprogrammidele esitatavatest nouetest [14] voib nimetada
néiteks inglise NAFEMS-i ( National Agency for Finite Element Methods and Standards)
noudeid.

Mittekooskolaliste elementide tdpsuse kadumise peamiseks pohjuseks on ergutusmehha-
nism, mida tuntakse ka astaku puudujidgina. See avaldub erilistel koormamise juhtudel
voi elemendi erilise geomeetria puhul iileméérase jaikusena, mida nimetatakse ka lukus-
tuseks. Loplike elementide testimisel peab arvestama

e elemendi erinevaid koormusi
e elemendi geomeetriat
e materjali omadusi

Elemendi geomeetriliste hiirete allikatest voib nimetada suurt kiilgede erinevust (joo-
nis ??), elemendi kallet, elemendi teravnemist, elemendi kiivet.

141
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Lisa A

Variatsiooniprintsiibid

A.1 Variatsioon ja selle omadused

Variatsiooniprintsiipides, néiteks virtuaalsiirete printsiibis, potentsiaalse energia miini-
mumi printsiibis jt, tuleb leida funktsionaali miinimum vo6i maksimum. Funktsionaa-
li maksimumi v6i miinimumi leidmine sarnaneb funktsiooni maksimumi ja miinimumi
leidmisega, sellepérast vaatleme neid korvuti.

Funktsioon
1. Muutuvat suurust z nimetatakse muu-
tuja x funktsiooniks, mida tahistatakse

=/ (@)

Igale x vadrtusele (x muutumispiirkonnas)
vastab vaartus z, s.t igale arvule x vastab
arv z.

2. Funktsiooni f (z) argumendi Az juur-
dekasvuks nimetatakse vahet

Ar =z — x;

Kui z on soltumatu muutuja, siis

de = Az

Funktsionaal
1. Muutuvat suurust v nimetatakse funkt-
sionaaliks, mis soltub funktsioonist y (z),
mida tahistatakse

v=wvly(z)]

Igale funktsioonile y(x) (funktsioonide
y (z) klassist) vastab vddrtus v, s.t igale
funktsioonile y (z) vastab arv v.

2. Funktsionaali wv[y(z)] argumendi
(funktsiooni f(x)) juurdekasvuks ehk va-
riatsiooniks nimetatakse kahe funktsiooni
vahet

oy =y (x) —y1 (z)
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3. Funktsiooni f (z) nimetatakse pidevaks, 3. Funktsionaali v [y (x)] nimetatakse pide-
kui viikesele z muutusele vastab funkt- vaks, kui véikesele y (x) muutusele vastab

siooni f (x) vaike muutus. funktsionaali v [y (x)] vdike muutus.
4. Funktsiooni juurdekasv Af 4. Funktsionaali juurdekasv Av
Af = f(z+Az) - f(z) Av =wly(z) + 0y (x)] — vy (z)]

5. Funktsiooni f () diferentsiaal on
5. Funktsionaali v [y ()] variatsioon on

2 o+ 0d0) o () + ady (2)] lano

6. Kui diferentseeritav funktsioon omab 6. Kui funktsionaal v [(y)] on varieeritav
maksimumi véi miinimumi punktis x = zy, ja omab maksimumi v6i miinimumi funkt-
siis selles punktis siooni y = yo () puhul, siis

df =0 ov=20

Tapsemaid definitsioone vaata néiteks Elsgoltsi raamatust [8] 1k 284.
A.2 Euleri vorrand

Funktsionaali
oIy @) = [ Floy(@).y @)ds (A1)

ekstreemumi vajalik tingimus on
1

/ (Fy - d‘iFy,> Sydz = 0 (A.2)

Zo

kus avaldise (A.2) esimene kordaja F, — L}, annab ekstreemumi, teine kordaja dy on
suvaline funktsioon, mis rajal muutub nulliks.
Funktsionaali

0z 0z 0%z 0%z 0%z

ool = [ F (s 55 55 08 e O daay (A3)
A

ekstreemumi annab vorrand

0 0 02 02 o
Fz—%{Fp}—gy{Fq}@{Fr}Jr e O {Fs}+87y2{Ft}:O (A4)
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kus

I Y S S
P= 5z q_ﬁy’ T S_ﬁxay’ COy?

Naiteks
funktsioon z, mis annab funktsionaalile

vz (z,y)] = Z Kgiﬁ)ﬁ (ng'j)QH < a‘fgyﬂ drdy (A.6)

ekstreemumi, peab rahuldama biharmoonilist vorrandit

84z+2 0z +842_0
oxt 0x20x2 Oyt

(A7)

mida lithendatult kirjutatakse AAz = 0.

A.3 Variatsiooniprintsiibid

Potentsiaalse energia miinimumi printsiip

Konstruktsiooni potentsiaalne energia Il (u) on vordne joudude tooga, kuid vastupidise
mirgiga. Aktiivne sisejoudude t66 W vastupidise mérgiga on sisejéudude potentsiaal-
ne energia Il ehk teise nimega deformatsioonienergia U

U = M,=-Ww"
I, = W, (A.8)
I, = —W,

Siin on W, ja W, vilisjoudude ja rajajoudude t66. Kogu potentsiaalne energia IT (u) on
vordne sisejoudude

M(u)=U—-W,—-W, =
= ; / ¢YEedx — / utqdA — [I‘Tt} (A.9)

Tr
Za,Th Za,Th

vilisjoudude ja rajajoudude potentsiaalsete energiate summaga.

Kaigi lubatavate deformatsiooniolukordade {1, €, T} puhul vétab lineaarne elastne konst-
ruktsioon deformatsiooniolukorra {u, €, r}, mille puhul kogu potentsiaalne energia I1 (u)
on minimaalne

min [T (u) I (u)=0  ja 82T (u) > 0 (A.10)
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Avaldis (A.9) on toodud varrassiisteemidele. Kolmemootmelisel juhul esitame kogu po-
tentsiaali jargmisel kujul:

1
) =5 / (Bu)” E (Bu)dV — P (u) (A.11)
1
kus
P (u) = /qudV+ / utdA (A.12)
1% v,

ja korvaltingimused

u=1 rajal v, (A.13)

Vaadeldes potentsiaalset energiat kui pingete funktsionaali 11 (¢), rédégime potentsiaal-
sest taiendenergiast. Potentsiaalse tdiendenergia miinimumi printsiip

1
(o) =3 / oTE odV — / (on)" @dA (A.14)
Vi
korvaltingimusega
BTo+p=0
on=T rajal oV, (A.15)

Hellingeri-Reissneri printsiip
Liilitades funktsionaali (A.14) korvaltingimused (A.15) kui Lagrange’i kordajad, saame
Hellingeri-Reissneri printsiibi [17]

H(ou) = =5 [ 0"E"0 + 0" BudV — P (u) - / (on)" (u—@)dA  (A.16)
v A

mille lahendi jaoks on tingimus
II(r,u) <II(o,u) <II(o,v) (A.17)
Avaldises (A.16) on kindla u puhul o juures maksimum ja kindla o puhul on u juures
miinimum.
Hu-Washizu printsiip
Hu-Washizu printsiip [17]

1
/ <26TEE —o%e— JTBU> av —w, —w, (A.18)



A.3. VARIATSIOONIPRINTSIIBID 147

Felippa printsiip
Felippa [9] iildistas variatsiooniprintsiibid jargmise avaldisega:

U:;/{{(—:T oT uT
1%

an E a1 a3 EB €
a2l a22E_1 0,23B o dV (A]_g)
(113BTE CLQgBT CL33BTEB u

Selleks et Euleri vorrand annaks korrektsed tulemused, peavad koefitsiendid a,; rahul-
dama jargmisi tingimusi:

a1 + a1g + a3 = 0
Ao+ agg +asg = 0 (A.QO)
a1z + asz +axp = 1

Hellingeri-Reissneri printsiibi puhul ass = —1, azs = 1 ja koik teised koefitsiendid

Q5 = 0.
Hu-Washizu printsiibi saame, kui votame jargmised a,; vairtused:

an=1 , ap=-1 , apy=1 , a3z=axn=ap=>0 (A-Ql)
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Lisa B
Koorikud

B.1 Koorikute diferentsiaalvorrandid

Professor L.Ainola [1] poolt vilja toodud koorikute differentsiaalvorrandid.
Liikumisvorrandid

Vot — b8 — h0% +pP =0

V.k® + bagto‘ﬂ —hA*+p=0 (B.1)
h3
Vam® — g7 = kb1 = SA™ 4w = 0
kus
9 = 70 (68 + nf) + NP + Mk
m? = M (57 4 )
k= N*4+T*w, + M, (B.2)
E e = M*wg
qoz — Nﬂ (5g + n-ﬁa)
Elastsusseosed

7% = hE
h3

M = EEI& ¢ s
N* = 2hub®, ©,=06,, A=p98, A, =a, (B.3)
B — . _Eyz (ao”aﬁ‘s + l/c‘wcﬁ‘s)
ja kinemaatilised seosed
1 .
Yag = 5 (Nlas + Nga + 11508y + wawp)
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1 . .
Cap = 3 (mag + Kga T Nl gy 1 13 Fay + Watls + wg,ua)

1
kO, = 3 (wa +to + 775@5) (B.4)
@a = U;, ﬁ = ’U)., A~ = 30:/

kus
Nag = vavﬁ - baﬁa Rapg = Va(pﬁ
Wa = Vaw + bygv” (B.5)

Ho = baﬁSDﬁ, la = Pa

Siin on analoogia mittelineaarse elastsusteooriaga.
Esitame vorrandid (B.2) — (B.6) ristkoordinaatides, kus koordinaatjooned iihtuvad pea-

koverusjoontega.
Olgu «, B — koordinaadid; A, B — Lame parameetrid; R;, Ry — koverusraadiused, siis

an = A% ap = B a;z = 0
al — ﬁ; a2 — é; a2 — 0 (B6)
b = —%, bys = —%, b = 0 '
1 _ 1 b2 — 1 b2 —
b7 = g =~y =
Kristoffelid
M= gy Te=lno =g Th = e ®.7)
I 5950 Th=I% = 35 Th = &5
Fiitisikalised vektorite ja tensorite komponendid (A; = A, Ay = B)
Upn = ! U, = AU
(i) — A'L i — 44
1
Kovariantsed tuletised
oU;
VU, = aaj—r?jUﬁ (o' =0, o*=p)
ij K" i j i i
ViKY = S + T K% 4+ T, K" (B.9)

Kasutades avaldisi (B.6) — (B.9), saame vorrandid (B.2) — (B.6) avaldada jérgmisel
kujul

1 |0Bt 0At 0A 0B k
an (21) mMY hO?) + pay = 0

AB | o og " apl» aat@”] R
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1 8Bt(12) 8At(22) 0A 0A k’(g)
gy — ——t 2@ e —0
AB l da 98 | 9a'® T gg'mw| TR, ~"PoTre
1 0Bk 1 0Ak 2 t 11 t 292 .
AB{ 3oz()+ 35()]_ 1(131)_ 1(132)_hA tr=0 (310
el _ = _ k] —
AB [ da 93 < 9p T g ey T TN R
h3
- _ _ Loy —
AB [ da 98 | 9a M gglan| T~ pio
3
EAEQ) +m) = 0
kus
tan = Tay + Taynay + Taney + Nayeay) + Mankan + Maz)ke)
taz) = Taz) + Taynaz) + Taynee) + Nayte) + Mankaz) + Maz)kee)
t21) = Tio1y + Tennar) + Lexnen) + Ny + Menkan + Mez)kern (B.11)
t22) = T22) + To2ynun) + Tia)M22) + Noyb2) + Manykz) + Maz)K(22)

ja momendi avaldised

m1y = Mary + Manynar + Maz)yner)
m2y = Mag)y + Mannaz) + Maz)nez)
ma1) = Ma1) + Mnynar) + Maz)ne) (B.12)
mya2) = Mgy + Mazyna1) + Maz)naz)

ning poikjou avaldised
kay = Nay + Tanwa) + Tazwe) + Manpa) + Mag) i)
k2) = N2y + Tianywq) + Teayw(z) + Men ) + Mez)1ye)

k'lay = Manywa) + Mazwe)
k*l@) = Menwa) + Meaw(e) (B.13)

qq) = Ny + Noynan + Ny
a2 = Ny + Naynaz) + Neyee) (B.14)

Lineaarsed jou avaldised

Eh
Tay = 1-.2 (V11 + vy22]
Eh
Ty = 75 e +vml (B.15)
Eh
Tay = Tey= T+, (B.16)
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Lineaarsed momendi avaldised

En?
M =
0= (e o T ve)
Ehh?
M2z 12(1—12) €22 + v€11] (B.17)
Ehh?
M = My =
(12) 0= 50T V)&z
Lineaarsed poikjou avaldised
Ny = 2hpb )y, N2y = 2hpub2) (B.18)
Poorded ja siirded
=pfay,  Op) =pbe, A=pb (B.19)
ning
Ay =aw,  Ag =g (B.20)
Mittelineaarsed deformatsioonid
L/, 2 2
Yany = nNay + 5 (77(11) + Moy T W(1))
1
Y22) = TM22) + 9 (77(222) + 77(221) + w(22)> (B.21)

1

Yaz2) = Ya2) = 5 (77(12) + Ne21y + Naney + Na2)nee) + w(l)w(l))

1)
§(22)

§a2)

0a) = vy,

kba) =

k@) =

2

K1) T waka) + nankan) + Naz)kaz)

K(22) + W) li2) + N22)K(22) T T21)K(21) (B.22)
1
Sen = 5 (Fa) + ey +wome + vt

+Na1 ke + Na2)ke) T Nankan) + 77(22)/f(12))

1

2 (W(l) +ta) +nanta) + 77(12)L(2>)

1

5 (W) + 1) + et + e (B.23)
0(2) = Ua)a f=uw", Q) = 90?1), o) = 90?1) (B.24)
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Lineaarsed deformatsioonid

nay =

Nie22) =

Naz)y =

1(21)

k@)

R(22)

k(2

R(21)

1 81)(1) 1 0A

A da

1 81)(2) 1 0B

B 08 " AB9a'®

1 (%( 1 (‘9A

— =501

A da  ABOB

L 0va) LfLB
B 93 ABda'®

1 890(1) 1 8A
A da " ABog*!
1 850(2) 1 0B
B 93 ' ABda’
1 8g0(2) 1 0A
A da E%
1 8g0( 1 (9B

B 93 ABda’

1 0w U(l)

A da Rl
1 ow U(Q)

BopB Ry

w
+AB@5 (2)+
w
Ry

_|_
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(B.25)

(B.26)

(B.27)

(B.28)

(B.29)

Eespool vaadeldud koorikute vorrandeid on voimalik kirjutada lahti konkreetsete
koorikute jaoks (vt. A.Lahe [13]).
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Lisa C
GNU Uldine Avalik Litsents

GNU Uldine Avalik Litsents

Versioon number 2, juuni 1991
Autoridigus (c) 1989, 1991 Free Software Foundation, Inc. 59 Temple Place, Suite 330, Boston, MA
02111-1307 USA

Igaiiks voib kéesolevast dokumendist valmistada koopiaid ning valmistatud koopiaid levitada tin-

gimusel, et need koopiad vastavad originaaldokumendile sonasonalt.

EESSONA

Enamik tarkvara litsentse on loodud selleks, et votta Teilt digus tarkvara jagada ja muuta. Vas-
tukaaluks on GNU Uldine Avalik Litsents maeldud selleks, et tagada Teile vabadus jagada ja muuta
vaba tarkvara - kindlustada, et tarkvara oleks vaba koigile selle kasutajatele. Kiesolev Uldine Avalik
Litsents kehtib enamiku Free Software Foundation’i tarkvara ja mistahes programmide kohta, mille
autorid lubavad seda litsentsi kasutada. (Moni Free Software Foundation’i tarkvara on vastavalt kaits-
tud GNU Uldise Avaliku Teegilitsentsiga). Ka Teie vdite oma programmi suhtes kiesoleva litsentsi
tingimusi kehtestada.

Risikides vabast tarkvarast peame silmas vabadust, mitte hinda. Uldised Avalikud Litsentsid on
loodud selleks, et tagada Teile jargnevat: digust levitada koopiaid vabast tarkvarast (soovi korral ka le-
vitamise eest tasu vottes), tarkvara lihtetekstide kittesaadavust, digust tarkvara muuta ning kasutada
tarkvara osi uute vaba tarkvaratoodete loomisel ning kindlustada, et Te olete teadlik eelpoolnimetatud
oigustest.

Teie diguste tagamiseks on vaja rakendada moéningaid piiranguid, et keegi ei saaks Teilt neid 6igusi
dra votta voi nouda Teie loobumist neist digustest. Tarkvara muutmisel voi selle koopiate levitamisel
kétkevad need piirangud Teie jaoks teatud kohustusi. Naiteks levitades taolise programmi koopiaid,
kas tasuta voi levitamise eest tasu vottes, peate Te saajatele andma kdik need digused, mis on ka
Teil endal. Te peate kindlustama, et ka nemad saavad voi voivad soovi korral saada ldahteteksti. Et
programmi saajad teaksid oma Gigusi, peate neid teavitama kéesoleva Litsentsi tingimustest.

Meie kaitseme Teie Gigusi kaheastmeliselt:

1. anname tarkvarale autoridiguse ja

2. pakume Teile kiiesolevat litsentsi, mis annab Teile seadusliku diguse kopeerida, levitada ja/voi
muuta tarkvara.

Samuti tahame nii iga autori kui ka meie endi kaitseks kindlustada, et igaiiks moistab, et vabal tark-
varal pole garantiid. Kui keegi tarkvara muudab ja edasi annab, peavad selle saajad teadma, et nende
omanduses pole originaal véltimaks teiste poolt pohjustatud probleemide mg&ju originaali autori mai-
nele.
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Lopuks, iga vaba programmi dhvardab pidevalt tarkvara patenteerimine. Me soovime véltida ohtu,
kus vaba programmi levitajad omandavad individuaalse patendi litsentsi, muutes selle enda oman-
didiguse objektiks. Sellise olukorra viltimiseks oleme selgitanud, et iga taoline patent tuleb litsenseerida
koigile vabaks kasutamiseks voi iildse mitte litsenseerida.

Jargnevad kopeerimise, levitamise ja muutmise tédpsed terminid ning tingimused.

Kopeerimise, levitamise ja muutmise terminid ja tingimused.

0. Kéesolev litsents kehtib iga programmi voi muu teose puhul, mis sisaldab autoridiguse omani-
ku miirget selle kohta, et antud programmi voib levitada vastavalt kiiesoleva Uldise Avaliku Litsentsi
tingimustele. "Programm” on edaspidi iikskdik milline eelnevale tingimusele vastav programm voi teos,
"Programmil podhinev teos” tdhendab kas Programmi voi {ikskoik millist autorikaitse all olevat prog-
rammil pohinevat teost; lahti seletatuna teost, mis sisaldab Programmi voi selle osa, kas sonasonaliselt
voi muudetult ja/voi tolgituna teise keelde. (Siin ja edaspidi on tdlkimine kaasatud piiranguteta termini
"muutmine” alla). Iga litsensiaat on edaspidi "Teie”.

Litsents ei laiene muudele tegevustele kui kopeerimine, levitamine ja muutmine; need ei ole Lit-
sentsiga kaetud. Programmi to6tamise protsessil pole kitsendusi ja Programmi viljund on kaitstud
vaid siis, kui selles sisaldub teos, mis pohineb Programmil (sdltumatuna sellest, et see on Programmi
tooprotsessi poolt valmistatud). Kas see on tdene, soltub sellest mida Programm teeb.

1. Teie voite kopeerida ja levitada sonasonalisi koopiaid Programmi ldhtetekstist nii, nagu olete
selle saanud, igas vormis, eeldusel, et Teie avaldate arusaadavalt ja sobivalt igal koopial vastava auto-
ridiguse mérke ja garantii vélistamise mérke: hoiate puutumatuna koik mérked, mis viitavad kéesolevale
Litsentsile ja igasugusele garantii puudumisele ning annate kéigile Programmi saajatele kdesoleva Lit-
sentsi koopia Programmiga kaasa. Te voite votta tasu koopia fiiiisilise kittetoimetamise akti eest ja
voite oma valiku kohaselt pakkuda tasu eest omapoolset garantiikaitset.

2. Teie voite muuta Programmi koopiat voi koopiaid voi iikskoik millist selle osa, luues nii Prog-
rammil pohineva teose ning kopeerida ja levitada selliseid muudatusi voi teoseid vastavalt punkti 1
tingimustele, eeldades, et Te tdidate koik jérgnevad tingimused:

a) Te peate kaasama muudetud failile silmatorkavad mérked, mis teatavad Teie poolt tehtud muu-
datused failides ja iga muudatuse kuupéeva.

b) Te peate andma koigile kolmandatele osapooltele selle Litsentsi tingimuste kohaselt Litsentsi
tervikuna igasugusele teosele, mida Te levitate voi avalikustate, mis tervikuna vo6i osaliselt sisaldab
Programmi v6i pohineb Programmil voi selle osal.

¢) Kui muudetud Programm loeb normaalse tooprotsessi kiigus kiiske interaktiivselt, peate Te
tagama, et tavaliseks interaktiivseks kasutamiseks kéaivitamisel kdige tavapérasemal viisil kas triikitakse
voi kuvatakse mérge, mis sisaldab vastatavat mérget autorivigusest ja mérget garantii puudumise kohta
(voi mérget Teie poolt pakutava garantii kohta) ning et kasutajad vdivad Programmi kéesolevate
tingimuste kohaselt edasi levitada, teatades kasutajale, kuidas ndha koopiat kiesolevast Litsentsist.
(Erand: Kui Programmi ise on interaktiivne, kuid tavapirase kasutamise protsessi kiigus ei triiki
sellist teadaannet, siis ei pea Teie Programmil pdhinev teos vastavat teadaannet triikkima).

Need nouded kehtivad muudetud teosele kui tervikule. Kui selgelt eristatavad osad teosest ei pchine
Programmil ja neid v6ib pohjendatult lugeda iseseisvateks ja eraldiseisvateks teosteks, siis kdesoleva
Litsents ja selle tingimused ei laiene nimetatud osadele, kui Te levitate neid iseseisvate teostena. Kui
Te levitate nimetatud osi kui osa tervikust, milleks on Programmil pohinev teos, siis terviku levita-
mine peab jargima kéesoleva Litsentsi tingimusi, mille teistele litsensiaatidele antud 6igused laienevad
iilejasdnud tervikule, seega igale iiksikule osale, olenemata sellest, kes autor oli.

Seega pole kéesoleva punkti eesmérk nouda digusi voi vaidlustada Teie digusi teosele, mille Te
oled tervikuna loonud; pigem on eesmérk kasutada digust suunata Programmil pohinevate teoste voi
iihisteoste levitamist.

Lisaks, ainuiiksi asjaolu, et teise teose, mis ei pohine Programmil, Programmiga (v6i Programmil
pohineva teosega) iihtsesse levitamis- voi séilitusvormi liitmine ei muuda nimetatud teost Litsentsi alla
kuuluvaks.

3. Teie vbite Programmi (v6i punkt 2 kohaselt Programmil pohinevat teost) kopeerida ja levitada
objektkoodina voi kéivitataval kujul vastavalt punktide 1 ja 2 kohaselt eeldusel, et Te tdidate vihemalt
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iihe jargnevatest nouetest:

a) Lisate sellele téieliku vastava masinloetava ldhteteksti, mida peab levitama vastavalt punktides
1 ja 2 toodud tingimustele, vormis, mida kasutatakse valdavalt tarkvara vahendustegevuses; voi

b) Lisate sellele kirjaliku vormi, kehtivusega vihemalt kolm aastat, millega annad mistahes kol-
mandatele osapooltele tasu eest, mis ei iileta Teie poolt lahteteksti fiiiisilisel kujul levitamise hinda,
taieliku masinloetava koopia vastavast lahtetekstist, mida levitatakse vastavalt punktides 1 ja 2 toodud
tingimustele, vormis, mida kasutatakse valdavalt tarkvara vahendustegevuses; voi

¢) Lisate sellele informatsiooni, mille Teie saite ja mis puudutab vastava lihteteksti levitamise
pakkumist. (See alternatiiv on lubatud vaid mitteirilisel levitamisel, kui Te oled saanud Programmi
koos vastava pakkumisega objektkoodina voi kéivitatavas vormis vastavalt kidesoleva punkti alapunktile
b).

Teose ldhteteksti all méeldakse muudatuste tegemiseks eelistatumat teose vormi. Kéivitatava teose
téielik lahtetekst tdhendab kogu ldhteteksti tervikuna koos koigi selles sisalduvate moodulitega, lisades
iikskoik millised sellega seotud liidese definitsioonifailid ning skriptid, mida kasutatakse kéivitatava
teose kompileerimise ja paigaldamise kontrollimiseks. Erandina ei pea levitatav ldhtetekst sisaldama
midagi, mida tavaliselt levitatakse kas ldhteteksti vdi masinkoodi vormis) koos pohiliste operatsioo-
nisiisteemi komponentidega (kompilaator, kernel ja nii edasi), millel kdivitatava t66 protsess toimub,
véilja arvatud kui nimetatud komponent ise lisandub kéivitatavale.

Kui kéivitatava vormi voi objektkoodi levitamine toimub ligipddsu pakkumisega médratud kohas,
siis ligipadsu pakkumine ldhteteksti kopeerimiseks samast kohast loetakse vordseks ldhteteksti levita-
misega, kuigi kolmandad osapooled pole kohustatud kopeerima ldhteteksti koos objektkoodiga.

4. Te ei tohi kopeerida, muuta, edasi litsenseerida voi levitada Programmi vélja arvatud juhul,
kui seda lubab kiesolev Litsents. Igasugune muu katse kopeerida, muuta, sublitsenseerida voi levitada
Programmi on Gigustiithine ja peatab automaatselt Teile kdesoleva Litsentsiga antud Gigused. Siiski,
osapoolte, kes on saanud Teilt koopiad voi digused kédesoleva Litsentsi alusel, litsentsid ei kaota kehti-
vust nii kaua, kuni taolised osapooled tididavad téaielikult kehtestatud tingimusi.

5. Teilt ei nouta Litsentsi aktsepteerimist, kuna Te pole sellele alla kirjutanud. Kuid miski muu
peale kéesoleva Litsentsi ei anna Teile 6igust muuta voi levitada Programmi voi Programmil pShinevat
teost. Need tegevused on seadusega keelatud, kui Te ei aktsepteeri kdesoleva Litsentsi tingimusi. Sellest
tulenevalt Programmi (voi igasugust Programmil pohinevat teost) muutes voi levitades annate Teie
méarku noustumisest Litsentsi terminite ja tingimustega Programmi voi Programmil pohineva teose
kopeerimisel, levitamisel v6i muutmisel.

6. Iga kord kui Te levitate Programmi (voi iikskoik millist Programmil pohinevat teost), saab
saaja automaatselt originaallitsensiaarilt litsentsi kopeerida, levitada ja muuta Programmi vastavalt
kéesoleva Litsentsi terminitele ja tingimustele. Teie ei voi kehtestada lisapiiranguid vastuvotjale antud
oiguste kasutamisele. Teie ei vastuta kéesoleva Litsentsi tditmise eest kolmandate osapoolte poolt.

7. Kui kohtulahendi véi viidetava patendidiguse rikkumise tagajirjel voi monel muul pohjusel (mis
ei piirdu patendiga seotud kiisimustega) on Teile pandud kohustusi, mis on vastuolus kiesoleva Litsentsi
tingimustega, siis ei vabasta need Teid k&esoleva Litsentsi tingimuste téitmisest. Kui Te ei suuda
levitada, samaaegselt téites kdesoleva Litsentsi tingimusi ja teisi kohustusi, siis ei tohi Te Programmi
iildse levitada. Naiteks kui patendilitsents ei luba Teil litsentsitasuta Programmi edasi levitada neile, kes
on saanud Teilt voi Teie kaudu Programmi koopia, siis ainus voéimalus tédita nimetatud patendilitsentsi
ja kéesoleva Litsentsi tingimusi on loobuda Programmi levitamisest.

Kui kéesoleva punkti mdni osa osutub mingil asjaolul kehtetuks v6i mitterakendatavaks, siis kdes-
oleva punkti iilejadnud osa loetakse rakendatavaks ja punkt tervikuna loetakse rakendatavaks iilejaanud
tingimustel.

Kéesoleva punkti eesmérk ei ole kellegi ajendamine patendi- v6i muude diguste rikkumiseks voi
nende kehtivuse vaidlustamiseks; kidesoleva punkti ainus eesmérk on vaba tarkvara levitamise siisteemi
terviklikkuse kaitsmine, mida kasutavad avalike litsentside kasutajad. Paljud isikud on andnud suure
panuse tarkvara laiale sektorile, mida levitatakse 1dbi nimetatud siisteemi usaldades jirjekindlat siis-
teemi rakendumist; autor/annetaja on otsustaja, kas ta soovib tarkvara levitada mone teise siisteemi
kaudu ja litsensiaat ei saa seda valikut mg&jutada.
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Selle punkti eesmirk on tédpselt selgitada, mida soovitakse kiesoleva Litsentsi iilejadnud osaga
saavutada.

8. Kui Programmi levitamist ja/voi kasutamist piiratakse monedes riikides kas patentide voi au-
toridigusega, voib autoridiguse omanik, kes on Programmi litsenseerinud, lisada kindla geograafilise
piirangu, jittes nimekirjast vilja mainitud riigid, et levitamine oleks lubatud vaid nimekirjas toodud
riikides voi riikide vahel. Nimetatud juhul Litsents liitub piiranguga, nagu see on &ra toodud kéesoleva
Litsentsi pohiosas.

9. Free Software Foundation voib aegajalt vilja anda timbertootatud ja/voi uusi versioone Uldisest
Avalikust Litsentsist. Need uued versioonid on k#esoleva Litsentsi versiooniga sarnase sisuga, kuid
voivad erineda detailides, osundades uusi probleeme v6i huviobjekte.

Igale versioonile antakse unikaalne versiooninumber. Kui programmis tuuakse éra selle kohta keh-
tiva kidesoleva litsentsi versiooninumber ja lisatakse mérge “koik hilisemad versioonid”, siis on teil
voimalik valida, kas jargida selle voi iikskGik millise hilisema Free Software Foundation’i poolt aval-
datava versiooni tingimusi. Kui Programm ei tédpsusta kéesoleva litsentsi versiooninumbrit, on Teil
voimalus valida iikskoik milline Free Software Foundation’i poolt avaldatud k&esoleva Litsentsi ver-
sioon.

10. Kui Te soovite Programmi osi liita teiste vabade programmidega, mille levitamise tingimu-
sed on erinevad, siis kirjutage loa saamiseks autorile. Tarkvara puhul, mis on autoridigusega kaitstud
Free Software Foundation’i poolt, kontakteeruge Free Software Foundation’iga, ménikord me teeme
erandeid. Meie otsuse mé#ravad kaks eesmérki: siilitada vaba staatus meie vaba tarkvara igasugustele
derivaatidele ja edendada tarkvara jagamist ning taaskasutamist tildiselt.

GARANTII PUUDUMINE

11. KUNA PROGRAMM ON LITSENSEERITUD TASUTA, PUUDUB PROGRAMMIL IGA-
SUGUNE GARANTII ULATUSENI, MIDA LUBAB RAKENDATAV SEADUS. KUI KIRJALIKULT
POLE TEISITI SATESTATUD, SIIS AUTORIOIGUSE OMANIKUD JA/VO.I. MUUD OSAPOO-
LED PAKUVAD PROGRAMMI ”NII, NAGU TA ON” ILMA IGASUGUSE VALJENDATUD VOI
OLETATAVA GARANTIITA, KAASA ARVATUD, KUID MITTE AINULT, KESKMISE /TAVALISE
KVALITEEDI JA MINGILE KINDLALE EESMARGILE SOBIVUSE GARANTIITA. KOGU PROG-
RAMMI KVALITEEDI JA TOIMIMISE RISK LANGEB TEILE. KUl PROGRAMM ON PUUDU-
LIK, KANNATE TEIE KOIK TEENINDUSE, PARANDUSE VOI TAASTAMISE KULUD.

12. MITTE MINGIL JUHUL, VALJA ARVATUD SIIS, KUI SEDA NOUAB RAKENDATAV
SEADUS VOI KIRJALIKULT ON TEISITI KOKKU LEPITUD, POLE UKSKI AUTORIOIGUSE
OMANIK VOI KOLMAS OSAPOOL, KES VOIB MUUTA JA/VOI LEVITADA PROGRAMMI
VASTAVALT ULALPOOL TOODUD TINGIMUSTELE, TEIE EES VASTUTAV KAHJUSTUSTE
EEST, KAASA ARVATUD IGASUGUSED ULDISED, SPETSIIFILISED, JUHUSLIKUD VOI TA-
GAJARJEL TEKKINUD KAHJUD, MIS TULENEVAD KAS PROGRAMMI KASUTAMISEST VOI
VOIMATUSEST PROGRAMMI KASUTADA (KAASA ARVATUD, KUID MITTE AINULT, TEIE
VOI KOLMANDATE OSAPOOLTE ANDMETE KADUMINE VOI ANDMETE MUUTMINE VOI
PROGRAMMI VOIMETUS TOOTADA KOOS MISTAHES TEISTE PROGRAMMIDEGA), ISE-
GI SIIS, KUI VALDAJAT VOI MUUD OSAPOOLT ON TEAVITATUD SELLISTE KAHJUDE
VOIMALIKKUSEST.

Terminite ja tingimuste 16pp.

Kuidas rakendada oma uutele programmidele neid termineid ja tingimusi?

Kui Te loote uue programmi ja soovite, et sellest oleks voimalikult laiale iildsusele kasu, on parim
voimalus selleks muuta oma tarkvara vabaks, mida igaiiks saaks edasi levitada ja muuta vastavalt
kéesolevatele tingimustele.

Et seda teha, lisage oma programmile jirgnevad mérkused. Kindlaim on lisada need mérked iga
lahtefaili algusse, et voimalikult efektiivselt teatada garantii puudumisest: igal failil peaks olema va-
hemalt iiks "autoridviguse” rida ja viide kohale, kust voib leida tervikliku méarkuse.
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Uks rida, mis sisaldab programmi nime ja otstarbe liihikirjeldust.

Copyright (C) YYYY autori nimi

Kiesolev programm on vaba tarkvara. Te voite seda edasi levitada ja/vol muuta vastavalt GNU
Uldise Avaliku Litsentsi tingimustele, nagu need on Vaba Tarkvara Fondi poolt avaldatud; kas Litsentsi
versioon number 2 voi (vastavalt Teie valikule) iikskoik milline hilisem versioon.

Seda programmi levitatakse lootuses, et see on kasulik, kuid ILMA IGASUGUSE GARANTII-
TA; isegi KESKMISE/TAVALISE KVALITEEDI GARANTIITA v&i SOBIVUSELE TEATUD KIND-
LAKS EESMARGIKS. Uksikasjade suhtes vaata GNU Uldist Avalikku Litsentsi.

Te peaks olema saanud GNU Uldise Avaliku Litsentsi koopia koos selle programmiga, kui ei, siis
kontakteeruge Free Software Foundation’iga, 59 Temple Place - Suite 330, Boston, MA 02111-1307,
USA

Samuti lisa informatsioon, kuidas Teiega kontakteeruda kas posti voi meili teel.
Kui programm on interaktiivne, siis lisage véljundisse kaivitamisel kuvatav mérkus:

Gnomovision versioon 69, Copyright (C) aastaarv, autori nimi

Gnomovision on ILMA IGASUGUSE GARANTIITA; detailidega tutvumiseks triiki
”show w”. See on vaba tarkvara ja sa oled teretulnud seda edasi levitama teatud kindlate
tingimuste alusel; detailidega tutvumiseks triiki ”show c”.

Hiipoteetilised kiisud "show w” ja “show ¢” peaksid olema vastavad osad GNU Uldisest Avali-
kust Litsentsist. Muidugi voivad Teie poolt kasutatavad késud olla teise nimetusega kui "show w” voi
“show ¢”; need voivad olla isegi hiireklopsud v6i meniiii osad - iiksk6ik, mis sobib Teie programmiga.

Kui Te tootate programmeerijana, peaksite Te laskma oma téoandjal voi koolil alla kirjutada
autoridiguslike pretensioonide loobumise kohta kéivale dokumendile. Siin on néidis, muutke ise nimed:

Yoyodyne, Inc., loobub kéigist autoridigustest programmile Gnomovision, mille on
kirjutanud James Hacker.

See Uldine Avalik Litsents ei anna digust liita Teie programmi omandidiguslike programmidega.
Kui Teie programm on alamfunktsioonide teek, on Teil kasulikum lubada linkimist teegiga. Kui Te

tahate seda teha, siis kasutage GNU Uldist Avalikku Teegilitsentsi kiesoleva Litsentsi asemel.

GNU Uldine Avalik Litsents on lehekiiljelt
http://wiki.linux.ee/phpwiki/GNU
http://linux.ee/materjalid/gpl/
http://hasso.linux.ee/linux/1gpl.php
http://hasso.linux.ee/linux/gpl.php

GNU Uldine Avalik Litsentsi kohta saab lugeda

e Vaba tarkvara:
http://kuutorvaja.eenet.ee/tutvustus/gnulinux.html


http://wiki.linux.ee/phpwiki/GNU
http://linux.ee/materjalid/gpl/
http://hasso.linux.ee/linux/lgpl.php
http://hasso.linux.ee/linux/gpl.php
http://kuutorvaja.eenet.ee/tutvustus/gnulinux.html
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K. Kikkas.Intelektuaalomand ja ITK:

http

://www.kakupesa.pri.ee:8080/akadeemia/arhiiv/VR1/loengud/loengb

T. Dovnar. Tarkvara patendid Ameerikas, Euroopas ja Eestis (Diplomit6o):

http
http
http
http
http
http
http

http

://www. juura.ee/txt/tarkvarapatendid.pdf

://www.dsl.org/
://www.gnu.ai.mit.edu/philosophy/philosophy.html
://www.gnu.org/philosophy/license-list.html#Softwarelicenses
://www.dsl.org/copyleft/non-software-copyleft.shtml#what
://www.dsl.org/copyleft/non-software-copyleft.shtml
://www.dsl.org/copyleft/

://opencontent.org/opl.shtml


http://www.kakupesa.pri.ee:8080/akadeemia/arhiiv/VR1/loengud/loeng5
http://www.juura.ee/txt/tarkvarapatendid.pdf
http://www.dsl.org/
http://www.gnu.ai.mit.edu/philosophy/philosophy.html
http://www.gnu.org/philosophy/license-list.html#SoftwareLicenses
http://www.dsl.org/copyleft/non-software-copyleft.shtml#what
http://www.dsl.org/copyleft/non-software-copyleft.shtml
http://www.dsl.org/copyleft/
http://opencontent.org/opl.shtml
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Rombergi valem, 67
ruumalakoordinaadid, 64, 74
ruutkeskmine lahendamine, 19

siisteemi topoloogia, 29
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silindriline jaikus, 122
Simpsoni % valem, 70
Simpsoni valem, 70, 82
sirgete normaalide hiipotees, 116
sisejoud, 43

mérgireegel, 34

poikjoud, 43

paindemoment, 43

pikkejoud, 43

viaandemoment, 43
sisejoudude t60, 26
sisejoudude voimalik t60, 16, 82
staatilised rajatingimused, 16, 126
staatiliste rajatingimuste hélve, 20
subparameetriline element, 86
superparameetriline element, 86
suunakoosinus, 33

taielikkuse noue, 136
t00
aktiivtoo, 26
mahujoudude, 103
passiivtoo, 26
rajajoudude, 12, 104
rajajoudude t60, 26
rajajoudude voimalik t60, 16
sisejoudude t60, 26
sisejoudude voimalik t60, 16
toereaktsioonide, 12
vélisjoudude voimalik t66, 16
toode vastastikkuse teoreem, 16
toode vastastikkuse tereem, 16
tooseisund, 43
16ige, 43
paine, 43
pike, 43
vadne, 43
Tsebosovi poliinoom, 68
taandatud koormused, 108
tala diferentsiaalseosed, 42
tasanddeformatsioon, 96
tasandpingus, 96, 121
teine méargikokkulepe, 82
teisendusmaatriks, 95
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pikkele tootava varda teisendusmaat-
riks, 35
tetraeeder, 64
toereaktsioonide t60, 12
topoloogia
siisteemi topoloogia, 29

viane, 43

vilisjoudude voimalik t66, 16

Vorrandisiisteem
lindi laius, 41

variatsioon, 143

variatsiooniprintsiip
Felippa printsiip, 147
Hellingeri-Reissneri printsiip, 146
Hu-Washizu printsiip, 146
potentsiaalse energia miinimumi print-

siip, 143, 145
potentsiaalse tdiendenergia miinimumi
printsiip, 146

varrassiisteemi arvutusskeem, 37

vedru jaikusmaatriks, 24

vektor
skalaarkorrutis, 33

vektorkorrutis, 76

virtuaalsiire, 16

virtuaalsiirete printsiip, 80, 83
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